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ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ 
  

Предлагаемая читателю книга известного американского спе- 
циалиста в области теории информации и ее приложений Р. Блей- 
хута посвящена построению быстрых алгоритмов цифровой об- 
работки сигналов — вычислительных алгоритмов, повсеместно 
возникающих в таких приложениях, ‘как все виды связи, радио- 
локация, радиоастрономия, цифровая голография, медицинская 
электроника и т. п. Отсутствие подобной книги остро ощущалось 
многими специалистами в перечисленных областях — конструк- 
торами информационных систем различного назначения. В част- 
ности, Р. Блейхут указывает, что он почувствовал ее необходимость 
во время работы над своей предыдущей книгой «Теория и практика 
кодов, контролирующих ошибки», в которую ему пришлось вклю- 
чить несколько специальных глав с описанием алгоритмов бы- 
строго вычисления преобразования Фурье, которые, конечно, 
никак не зависят от данного конкретного приложения. (Книга 
была переведена в 1985 г. на русский язык и быстро разошлась.) 

Хотя в настоящую книгу вошли и алгоритмы решения тепли- 
цевых систем уравнений (возникающих в таких приложениях, 
как линейное предсказание, построение авторегрессионных фильт- 
ров, теория кодирования и др.), и алгоритмы быстрого поиска по 
древовидному графу (возникающие, например, при декодировании 
сверточных кодов), сердцевиной книги являются быстрые ал- 
горитмы преобразования Фурье и вычисления цифровой свертки 
(линейной и циклической). 

В основе таких быстрых алгоритмов лежит специальная орга- 
низация массивов данных в виде конечных алгебраических струк- 
тур (групп, колец, полей), что создает предпосылки для приме- 
нения структурных теорем алгебры и теории чисел. Это позволяет 
строить практически приемлемые алгоритмы, обеспечивающие 
работу цифровых процессоров в реальном масштабе времени. 
К настоящему времени накопился широкий ассортимент различ- 
ных по своей архитектуре и теоретическим предпосылкам алго- 
ритмов, но пока инженеры-разработчики и программисты не зна- 
комы с их теоретическим обоснованием, вопрос о широком ис- 
пользовании этих алгоритмов остается открытым. 

Данная книга весьма удачно ликвидирует образовавшийся 
разрыв. С одной стороны, в ней в двух из 12 глав дается краткое, 

но строгое и систематическое изложение необходимых разделов 
алгебры и элементарной теории чисел, как правило, недостаточно 
известных инженерам-прикладникам. С другой стороны, в ос- 
тальных 10 главах дается систематическое и исчерпывающее опи- 

сание накопленных к настоящему времени быстрых алгоритмов 

преобразования Фурье, вычисления цифровых сверток и решения
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систем теплицевых уравнений не только для привычных В ин- 
женерной практике полей комплексных и вещественных чисел, 
но и для полей Галуа. 

Книга несомненно будет полезна широкому кругу читателей — 
математикам-прикладникам, программистам, —инженерам-раз- 
работчикам систем обработки данных, — а также может быть ре- 
комендована для включения в программу преподавания матема- 
тики будущим инженерам-конструкторам систем обработки ди- 
скретной информации. 

В. И. Сифоров



OT ABTOPA 
  

Подобно тому Kak дети перерастают своих родителей, книги 
могут выйти за рамки возможностей их авторов. Предлагаемый 
перевод книги «Быстрые алгоритмы цифровой обработки сигна- 
лов» является второй моей книгой, вышедшей из умелых рук 
Инны Грушко, которой я очень благодарен, как и за перевод 
первой моей книги «Теория и практика кодов, контролирующих 
ошибки». Мне известно, что не существует «быстрых алгоритмов» 
переводов, и поэтому я очень ценю тщательную работу над: пере- 
водом и исправление опечаток, допущенных в английском из- 
дании. 

Я полагаю, что русские читатели найдут здесь много интерес- 
ного. Предмет книги, алгебраический по существу, тем не менее 
ближе к цифровой обработке сигналов, чем к математике. Я на- 
деюсь, что меня простят за почти полное незнание работ совет- 
ских авторов в данной области. 

Р. Э. Блейхут
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В настоящее время цифровая обработка сигналов переживает 
взрыв. Ее используют повсюду, включая радиолокацию, сейсмо- 
графию, связь, радиоастрономию и медицинскую электронику. 
Активно разрабатываются и находят рыночный спрос цифровые 
процессоры — специализированные цифровые компьютеры для 
обработки сигналов. Такое широкое использование порождает 
еще более широкий спрос на цифровые процессоры, применяемые 
в некоторых случаях в массовых масштабах. 

Одним из путей удовлетворения этих потребностей является 
выбор разумно построенных алгоритмов. Вместо того чтобы повы- 
шать быстродействие процессора от одного миллиона умножений 
в секунду до пяти миллионов умножений в секунду, можно для 
некоторых задач попытаться так организовать вычисления, чтобы 
быстродействия в один миллион умножений в секунду оказалось 
достаточно. К настоящему моменту имеется хорошо разработанная 
теория, позволяющая подойти к решению задач с этих позиций. 
Она хорошо известна теоретикам, специалистам в данной области, 
но на практике инженеры-конструкторы часто пренебрегают ей, 
поскольку она пока недоступна в виде цельного учебного курса. 
Инженер-конструктор должен хорого знать предмет, чтобы выб- 
рать алгоритм, нужный в данном конкретном приложении, среди 
смущающего разнообразия известных быстрых алгоритмов свертки 
или быстрого преобразования Фурье. 

Данная книга является результатом курса, прочитанного 
автором в Корнеллском университете и корпорации ИБМ под 
названием «Быстрые алгоритмы цифровой обработки сигналов». 
Курс был построен с расчетом на стажирующихся инженеров- 
электриков и аспирантов первого года обучения; его целью было 
воспитание инженеров, которые свободно владеют предметом. 
Эта же цель является первой в данной книге. 

Второй целью является формирование широкого взгляда на 
состояние работ в области быстрых алгоритмов цифровой обра- 
ботки сигналов, который сможет стимулировать новые работы 
в будущем. Если собрать воедино все нити, то многое становится 
более очевидным. Например, перенесение БИФ-алгоритмов 
Кули-—Тьюки, Гуда—Томаса и Винограда в произвольное поле 
облегчило понимание взаимосвязи между многими последующими 
идеями. 

Я думаю, что важно различать быстрый алгоритм, функцию, 
которую он вычисляет, и приложение, в котором он используется. 
Это разные элементы, и, когда их смешивают, они могут терять 
свою ясность. Таким образом, я настаиваю на том, чтобы отли- 
чать дискретное преобразование Фурье от быстрого преобразования
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Фурье. Первое из них является преобразованием, а второе— 
алгоритмом для вычисления первого. Подобно этому, алгоритм, 
Витерби не является методом вычисления последовательности 
максимального правдоподобия; он представляет собой алгоритм 
вычисления кратчайшего пути на решетке — пути, который в не- 
которых приложениях будет путем максимального правдоподо- 
бия, но не обязан быть им. Но и тогда, когда кратчайший путь 
действительно является путем максимального правдоподобия, 
не следует смешивать определение максимального правдоподобия 
с алгоритмом вычисления его пути. В соответствии с этим подхо- 
дом в данной книге мало обсуждаются возможные приложения; 
после постановки задачи все внимание уделяется построению 
хорошего алгоритма ее решения. Обсуждение возможных при- 
ложений цифровой обработки сигналов следует искать в других 
источниках. 

Идея написания этой книги возникла во время работы над 
более ранней книгой «Теория и практика кодов, контролирующих 
ошибки». Во многих главах этой книги приходилось рассматри- 
вать быстрые алгоритмы вычислений в конечных полях, хотя по 
существу алгоритмы не зависели от выбранного поля. Я почувст- 
вовал, что стоило бы поместить эти алгоритмы в отдельную книгу, 
описать их независимо от использования и дополнить многими 
другими важными в цифровой обработке сигналов алгоритмами. 
Изложение затрагивает многие области теории вычислений и тео- 
рии алгоритмов. Однако в первую очередь нас интересуют инже- 
нерные задачи нахождения лучших алгоритмов цифровой обра- 
ботки сигналов; асимптотический анализ играет второстепенную 
роль. 

В настоящей книге используются разделы математики, которые 
могут быть незнакомы типичному читателю с инженерным обра- 
зованием. Поэтому в книгу включен весь необходимый математи- 
ческий аппарат и строго доказываются все теоремы. Мне представ- 
ляется, что если этому предмету предстоит стать самостоятельной 
и зрелой дисциплиной, то вся необходимая математика должна 
быть частью этой книги; ссылки на другие источники не могут 
быть адекватной заменой. Инженер не может уверенно овладеть 
предметом, если ему часто предлагается принять утверждение 
на веру или обратиться к своей математической библиотеке. 
Необходимая для построения быстрых алгоритмов математика 
содержится в гл. и 5. Эти главы можно сначала прочитать 

бегло, но к ним следует возвращаться по мере необходимости. 

Одним из недостатков, которые некоторые читатели заметят 

в книге, является недостаточность рекомендаций по практиче- 

скому использованию алгоритмов. Такие темы, как длина машин- 

ного слова, погрешность округления и время работы алгоритма 

А на компьютере В, вообще не рассматриваются. Это сознательное
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решение вызвано тем, что я не столь мудр, чтобы делать широкие 
обобщения по этим вопросам. В немногих встречавшихся мне 
исследованиях на эти темы всегда рассматривались узко сформу- 
лированные задачи, и я не доверяю любому общему выводу, сде- 
ланному на основе имеющихся данных. Мне кажется, что конструк- 
тору следует решать эти вопросы в контексте конкретной задачи 
и непосредственно изучать литературу, чтобы узнать, как посту- 
пают в аналогичных случаях другие конструкторы. 

Среди рассматриваемых в настоящей книге алгоритмов многие 
уже широко используются в практической деятельности. Другие 
станут важны в будущих приложениях, когда цифровая обработка 
сигналов будет более разнообразной и широко применяемой. 
Некоторая часть, возможно, никогда не станет полезной. Я стре- 
мился дать широкий обзор; какие из методов окажутся практи- 
чески важными, предстоит решить инженерам-конструкторам 
в следующие несколько десятилетий. 

Сердцевиной книги являются описываемые в гл. 3 и 7 алго- 
ритмы циклической свертки и описываемые в гл. 4 и 8 алгоритмы 
быстрого преобразования Фурье. В гл. 7 и 8 описываются много- 
мерные аналоги алгоритмов гл. 3 и 4 соответственно, и при же- 
лании их можно читать сразу после этих глав. Изучение одномер- 
ных алгоритмов свертки и преобразования Фурье завершается 
лишь в контексте многомерных задач. Главы 2 и 5 представляют 
собой математические введения; некоторые читатели, возможно, 
предпочтут пользоваться ими как приложением, обращаясь к ним 
лишь по мере надобности. Главы 6 и 9 следует читать отдельно, 
следом за гл. Зи 4. Главы №, И и 12 в основном независимы; 
каждую из них вполне можно читать независимо от остального. 
материала книги.
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Вычислительные алгоритмы встречаются повсеместно, и эф- 
фективные варианты таких алгоритмов весьма высоко ценятся 
теми, кто ими пользуется. Мы рассматриваем в основном только 
некоторые типы вычислений, а именно те, которые связаны с циф- 
ровой обработкой сигналов и включают такие задачи, как цифро- 
вая фильтрация, дискретное преобразование Фурье, корреляция 
и спектральный анализ. Наша основная цель состоит в описании 
современных методов цифровой реализации этих вычислений, 
причем нас интересует не построение весовых множителей в от- 
водах цифрового фильтра, а организация способа их вычисления 
при реализации фильтра. Нас также не интересует, зачем кому-то 
нужно, скажем, дискретное преобразование Фурье; нас заботит 
только то, как можно вычислить это преобразование эффективно. 
Удивительно, что для решения столь узко специального вопроса 
разработана столь глубоко развитая теория. 

1.1. Введение в быстрые алгоритмы 

Любой алгоритм, подобно большинству инженерных устройств, 
можно описывать либо через соотношение между входом и вы- 
ходом, либо детально объясняя его внутреннюю структуру. При- 
меняя к некоторой новой задаче методы цифровой обработки сигна- 
лов, мы сталкиваемся с заданием алгоритмов через соотношение 
вход-выход. При заданном сигнале или записанных некоторым 
образом данных основное внимание сосредоточивается на том, 
что надо с этими данными сделать, т. е. каков должен быть выход 
алгоритма, если на его вход подаются те или иные данные. При- 
мерами такого выхода служат профильтрованная версия входа 
или его преобразование Фурье. Такая связь входа с выходом в ал- 
горитме математически может быть записана без детального вы- 
писывания всех шагов, необходимых для выполнения вычислений. 

С этой, опирающейся на вход-выход точки зрения, сама задача 
построения хороших алгоритмов обработки информации может 
быть трудной и тонкой, но в данной книге она не рассматрива- 
ется. Мы предполагаем что уже задан алгоритм типа вход-выход,
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описанный в терминах фильтров, преобразований Фурье, интер- 
поляций, прореживаний, корреляций, модуляций, гистограмм, 
матричных операций и им подобных. Все такие алгоритмы могут 
быть записаны математической формулой, и, следовательно, вы- 
числены в прямом соответствии с этой записью. Такую реализа- 
цию алгоритма вычислений будем называть прямой. 

Кто-то может быть вполне удовлетворен прямой реализацией 
алгоритма; в течение многих лет большинство пользователей счи- 
тали такие реализации удовлетворительными, и даже сейчас 
некотороые из них так считают. Но с тех пор, как люди начали 
решать подобные задачи, другие люди начали искать более эф- 
фективные. пути их решения. Именно эту историю мы хотим рас- 
сказать — историю быстрых алгоритмов. Под быстрыми алгорит- 
мами мы понимаем детальное описание вычислительной процедуры, 
которая не является очевидным способом вычисления выхода 
по данному входу. Как правило, быстрый алгоритм жертвует кон- 
целтуальной ясностью вычислений в пользу их эффективности. 

Допустим, что требуется вычислить число ДА, равное 

А = ас + а4 + 6 + 6. 

В том виде, как оно записано, это вычисление содержит четыре 

умножения и три сложения. Если число А надо вычислять много 

раз для различных множеств данных, то мы быстро заметим, что 

А=@+9(С+4) 
представляет собой эквивалентную форму, требующую лишь 
одного умножения и двух сложений, так что она предпочтительнее 
исходной. Этот простенький пример весьма тривиален, но он на 
самом деле иллюстрирует большинство тем, о которых нам пред- 
стоит рассуждать. Все, что мы делаем, можно представлять себе 
как хитроумную расстановку скобок в вычислениях. Но для боль- 

ших задач быстрые алгоритмы не удается найти простым про- 

смотром вычислений; их построение потребует весьма развитой 

теории. 
Нетривиальным, хотя все еще простым примером служит бы- 

стрый алгоритм вычисления произведения комплексных чисел. 
Произведение комплексных чисел 

ети) = @+0). с+м) 
можно записать через умножения и сложения вещественных чисел: 

e = ac — bd, f = ad + be. 

Эти формулы содержат четыре вещественных умножения и два 

вещественных сложения. Если умножение более трудоемкая опе-
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рация, чем сложение, то более «эффективный» алгоритм дается 
равенствами 

е = (а— 6) а та (с — 4), 

jf = (a— b)d + b(c +d). 

В такой форме алгоритм содержит три вещественных умножения 
и пять вещественных сложений. Если в серии умножений комп- 

лексных чисел величины с и 4 суть константы, то члены с + 4 
и с — 4 также являются константами, и их можно вычислить 
заранее, независимо от процесса умножения. Тогда для вычисле- 
ния одного произведения комплексных чисел нам понадобится 
три вещественных умножения и три вещественных сложения. 

Мы обменяли одно умножение на одно сложение. Это может 
быть целесообразно, только если в конструкции процессора уда- 
стся воспользоваться этим преимуществом. Некоторые процес- 
соры сконструированы в расчете на использование четырех ве- 
щественных умножений для вычисления произведения комплекс- 
ных чисел; в этом случае преимущества улучшенного алгоритма 

теряются. 
Предваряя дальнейшие рассмотрения, задержимся на этом при- 

мере подольше. Рассмотренное выше умножение комплексных 
чисел можно представить в виде 

е c —d a 

fi а с Ь |’ 

где вектор la, 6] представляет комплексное число а - {, 
c —d 

d 
top le, FI? npencrapnszer komnsmekcHoe uncno e + jf. Takoe MaTpuy- 
но-векторное произведение является одной из форм записи про- 
изведения комплексных чисел. 

Другой алгорим дается матричным равенством 

са 0 о! 0 
01 а 

=|, В 0 ctdojlo 1 S| 
i 0 o diti —1 

которое можно рассматривать как необычную форму разложения 
матрицы: 

матрица представляет комплексное число с + 4 и век- 

(c ~ d) о об 0 
|" = , | 0 (¢ta offo af. 

° 0 0 da |li — 
В сокращенной записи алгоритм дается равенством 

[вок [ь |
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где А — матрица размера 3Ж2, которую мы назовем матрицей 
предсложений; В — диагональная матрица размера 3Х3, которая 
включает в себя все общие умножения алгоритма, и В — матрица 
размера 2х3, которую мы назовем матрицей постсложений. 

Мы увидим, что многие из лучших процедур вычисления сверт- 
ки и дискретного преобразования Фурье могут быть приведены 
к такому же матричному виду, в котором центральная матрица 
является диагональной, а стоящие по ее бокам матрицы содержат 
в качестве своих элементов только 0 и -!. Структура таких бы- 
стрых алгоритмов сводится к серии сложений, за которой следует 
серия умножений, за которой следует другая серия сложений. 

В качестве последнего примера этого вводного раздела рас- 
смотрим быстрый алгоритм умножения матрицы. Пусть © = АВ, 
где А и В — матрицы размеров ((Х п) и (пхт) соответственно. 
Стандартное правило вычисления матрицы С дается правилами 

п 

су — № абы, i=l,...,l, j=l, eoceays т, 

и содержит в соответствии с этой записью пп умножений и (п — 
— 1) [я сложений. Мы построим алгоритм, который почти в два 
раза уменьшает число умножений, но увеличивает число сложений, 
так что общее число операций слегка возрастет. 

Воспользуемся применительно к элементам матриц Аи В 
тождеством 

Q,b, + Ab, = (а, + be) (A, + bi) — aa, — 616.. 

Предположим, что п четно (в противном случае можно, не меняя 
произведения С, дополнить матрицу А нулевыми строками, а 
матрицу В нулевыми столбцами). Применяя выписанное тож- 
дество к парам строк матрицы А и к парам столбцов матрицы В, 
запишем 

п/2 

С; — ХХ (а;, эв_1 -|- бэь, 3) (@,зь | Dons, i) — 

Уа 4 УЬ ь 1=Ь..., Ь 
—— i, 2h-1%i, 2h 2—1, 128, 12° = 

k=!1 Г, о k=1 J = 1, eeeg т. 

Такая форма вычислений экономит умножения, поскольку 
второй член зависит только от ф и его не надо перевычислять для 
каждого |, а третий член зависит только от ] и его не надо пере- 
вычислять для каждого #. Полное число умножений, необходи- 
мых для такого вычисления матрицы С, равно (1/2) nlm + 

++ (1/2) п (Г + т), а полное число сложений равно (3/2) шт -- 

+ 1т + (1/2 — 1 ((+т). Для матриц большого размера это
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Умножений Сложений 
Алгоритм на точку Ha точку 

Прямое вычисление 
дискретного преобразования Фурье 8000 4000 
1000 1000 

БИФ-алгоритм Кули—Тьюки 40 60 
1024х 1024 

Гибридный БИФ-алгоритм 
Кули—Тыоки/Винограда 40 72.8 
1000 1000 

БИФ-алгоритм Винограда 6.2 91.6 
1008Х 1008 

БИФ-алгоритм Нуссбаумера—Квендалла 4.1 79 
1008х 1008 
  

Рис. 1.1. Сравнение характеристик некоторых двумерных алгоритмов преобра- 
зования Фурье. 

составляет примерно половину числа умножений, необходимых 
в прямом алгоритме. 

Последний пример является хорошим поводом для предосте- 
режения относительно точности вычислений. Несмотря на то 
что число умножений уменьшается, описанный алгоритм более 
чувствителен к погрешностям округления, если не позаботиться 
об этом специально. Однако можно получить почти такую же точ- 
ность, как и в прямом алгоритме, если на промежуточных шагах 
вычислений ввести соответствующие масштабные множители. 
Вопрос о точности вычислений практически всегда встает при оцен- 
ке быстрого алгоритма, хотя мы обычно будем им пренебрегать. 
Иногда при уменьшении числа операций уменьшается и погреш- 
ность вычислений, поскольку уменьшается число источников 
этих помех. В других алгоритмах, хотя число источников помех 
вычисления уменьшается, ответ может быть столь чувствительным 
к одному или нескольким из них, что общая погрешность вычисле- 
ний увеличивается. 

Большая часть книги посвящена рассмотрению всего несколь- 
ких задач: задачам вычисления линейной свертки, циклической 
свертки, многомерных линейной и циклической сверток, дискрет- 
ного преобразования Фурье, многомерного дискретного преобра- 
зования Фурье, решению телплицевых систем уравнений и нахожде- 
нию пути на решетке. Некоторые из рассматриваемых методов 
заслуживают более широкого применения; особенно хороши алго- 
ритмы многомерного преобразования Фурье, если взять на себя 
труд разобраться в наиболее эффективных из них. Для примера 
на рис. 1.1 приведено сравнение некоторых алгоритмов вычисле- 
ния двумерного преобразования Фурье. При приближении к концу 
списка повышение эффективности алгоритмов замедляется. Умень- 
шение числа умножений на одну точку вычислительной сетки на
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выходе от шести до четырех может показаться не очень сущест- 
венным после того, как уже получено уменьшение от сорока до 
шести. Но это недальновидная точка зрения. Это дальнейшее улу- 
чшение может вполне окупить затраты времени на разработку 
алгоритма при построении больших систем. 

Рис. 1.1 содержит другой важный урок. Вход таблицы, обозна- 
ченный как гибридный БИФ-алгоритм Кули—Тьюки/Винограда, 
соответствует алгоритму вычисления двумерного (1000х 1000)- 
точечного преобразования Фурье, в котором на каждую точку 
сетки на выходе требуется 40 вещественных умножений. Этот 
пример может помочь развеять злополучный миф о том, что дис- 
кретное преобразование Фурье применимо только тогда, когда 
длина блока равна степени двух. На самом деле возможность циф- 
ровой обработки сигналов не ограничивается только такими дли- 
нами блоков; для многих значений длин блоков имеются хорошие 
алгоритмы. 

1.2. Использование быстрых алгоритмов 

Сверхбольшие интегральные схемы, называемые чипами, те- 
перь стали доступными Чип может содержать порядка 100 000 
логических элементов, и поэтому неудивительно, что теорию 
алгоритмов часто рассматривают как способ эффективной органи- 
зации этих элементов. Иногда выбор алгоритма позволяет су- 
щественно улучшить характеристики чипа. Конечно, их можно 
также улучшить, увеличив размер чипа или повысив его быстро- 
действие; эти возможности более широко известны. 

Предположим, что некто придумал алгоритм вычисления пре- 
образования Фурье, содержащий только пятую часть от числа опе- 
раций, входящих в другой алгоритм вычисления преобразования 
Фурье. Тогда, используя этот алгоритм, можно реализовать та- 
кое же улучшение характеристик чипа, которое получается при 
увеличении в пять раз его размера или его быстродействия. 
Для реализации улучшения конструктор чипа должен, однако, 
перенести архитектуру алгоритма в архитектуру чипа. Непроду- 
манная конструкция может свести на нет это преимущество, уве- 
личивая, например, сложность индексации или поток вход-вы- 
ход. Разработка оптимальных конструкций в эпоху больших 
интегральных схем невозможна без понимания быстрых алгорит- 
мов, описываемых в данной книге. 

С первого взгляда может показаться, что эти два направления — 
быстродействующие интегральные схемы и быстрые алгоритмы — 
конкурируют между собой. Если можно построить достаточно 
большие и достаточно быстродействующие чипы, то вроде бы нет 

ничего страшного в том, что используются неэффективные алго- 

ритмы. В некоторых случаях такая точка зрения не вызывает сом- 

“
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нений, но заведомо имеются случаи, в которых можно высказать 
диаметрально противоположную точку зрения. Большие цифровые 
процессоры часто сами создают потребность в разработке быстрых 
алгоритмов, так как размерность решаемых на них задач растет. 
Будет ли процессорное время алгоритма, предназначенного для 
решения некоторой задачи, пропорционально 1* или из, несущест- 
венно при п, равном 3 или 4, но при п, равном 1000, это стано- 
вится критичным. 

Рассматриваемые нами быстрые алгоритмы связаны с циф- 
ревой обработкой сигналов, и их приложения столь же широки, 
сколь и приложения самой цифровой обработки сигналов. Теперь, 
когда стало практичным разрабатывать изощренный алгоритм 
цифровой обработки сигналов, который может быть реализован 
конструктивно посредством одного чипа, хотелось бы иметь воз- 
можность выбрать такой алгоритм, который оптимизирует ха- 
рактер истики этого чипа. Но для больших чипов это невозможно 
сделать без достаточно развитой теории. В своем полном объеме 
такая теория существенно выходит за рамки включенного в дан- 
ную книгу материала. Чтобы учесть все аспекты сложности, надо 
рассматривать и такие продвинутые разделы теории логических 
схем и архитектуры компьютеров, как параллельное или конвей- 
ерное исполнение. 

Для оценки алгоритма обычно используют число необходимых 
умножений и сложений. Эти вычислительные характеристики 
почти исчерпывают сложность устройства на уровне алгоритма. На 
более низком уровне оно оценивается площадью чипа или числом 
логических элементов на нем и временем, необходимым для про- 
ведения вычислений. Часто в качестве критерия качества схемы 
используется произведение времени на площадь. Мы не будем 
пытаться оценивать характеристики на этом уровне, так как это 
выходит за рамки задач конструктора алгоритмов. 

Актуальность рассматриваемых в данной книге вопросов нельзя 
оценить без понимания масштабов будущих приложений цифровой 
обработки сигналов. В настоящее время мы не можем угадать 
даже размеры таких систем, но достаточно просто можно предви- 
деть приложения, в которых объем необходимых вычислений будет 
на несколько порядков больше, чем тот объем, обработку которого 
может обеспечить современная технология. 

Системы звуковой локации в последнее десятилетие стали 
почти полностью цифровыми. Хотя полоса частот, в которой они 
работают, равна всего нескольким килогерцам, эти системы вы- 
полняют десятки миллионов или сотни миллионов умножении 

в секунду и еще больше сложений. Такие системы уже сейчас 

нуждаются в мощном цифровом оборудовании, и стали обыч- 

ными проекты, требующие еще более мощной цифровой тех- 

НИКИ.
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Радиолокационные системы тоже становятся цифровыми, нс 
многие важные функции по-прежнему реализуются традиционной 
микроволновой или аналоговой схемотехникой. Для того чтобы 
увидеть колоссальные потенциальные возможности использования 
цифровой обработки сигналов в радиолокации, достаточно этме 
тить, что радиолокационные системы в принципе очень похожи 
на системы звуковой локации, отличаясь от них тем, что использу 
емая полоса частот в 1000 или более раз больше. 

Цифровая обработка сейсмической информации является глав 
ным методом разведки земных недр, в частности одним из важней- 
ших методов поиска залежей нефти. Обработкой больших пакетов 
лент данных занято все процессорное время многих компьютеров, 
но многие вычисления остаются невыполненными. 

Компьютерная томография представляет собой широко исполь- 
зуемый ныне способ объемного синтеза изображений внутренних 
органов человека с помощью множественных проекций, получае 
мых при просвечивании рентгеновскими лучами. Разрабатыва- 
ются алгоритмы, позволяющие существенно снизить дозы облу- 
чения, но требования к цифровой обработке намного превосходят 
все практически приемлемые в настоящее время. Изучаются и 
другие способы получения изображений для медицинской диаг- 
ностики, в том числе с помощью ультразвука, ядерного магнит- 
ного резонанса или радиоактивных изотопов. 

Неразрушающий контроль качества подукции, например от- 
ливок, возможен с помощью воссоздаваемых на компьютере изоб- 
ражений внутренних областей изделия по результатам эхолока- 
OHH. 

В принципе обработка сигналов может быть использована для 
улучшения качества плохих фотографий, смазанных движением 
камеры или расфокусировкой. Однако такая цифровая обработка 
требует большого объема вычислений. 

Обработка на цифровом процессоре спутниковых фотографий 
позволяет совместить несколько изображений или выделить осо- 
бенности, или скомбинировать полученную. на различных длинах 
волн информацию, или создать синтетический стереоскопический 
образ. Например, в метеорологических исследованиях можно с03- 
дать подвижное трехмерное изображение облачного покрова, 
движущегося над поверхностью земли, используя для этого после- 
довательность спутниковых фотографий, снятых с нескольких то- 

Чек. 
Можно указать и другие приложения быстрых алгоритмов для 

цифровой обработки сигналов, но уже приведенных достаточно 
для того, чтобы доказать, что потребность в них существует и 
продолжает расти. 

Каждое из описанных приложений связано с большим коли- 
чеством вычислений, структура которых, однако. чрезвычайно
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прозрачна и сильно упорядочена. Кроме того, если для решения 
некоторой задачи уже создан жесткий модуль или подпрограмма, то 
они и будут постоянно использоваться для этой задачи. Имеет 
смысл затратить усилия на разработку добротной схемы, так как 
хорошие операционные характеристики намного важнее стои- 
мости разработки. 

1.3. Системы счисления для проведения 
вычислений 

Во всей книге, говоря о сложности алгоритма, мы имеем в виду 
число умножений и сложений, поскольку эти операции выбраны 
в качестве единиц измерения сложности. Кто-то может захотеть 
пойти дальше и, чтобы подсчитать число необходимых битовых 
операций, поинтересоваться тем, как построено  устрой- 
ство умножения. Структура умножителя и сумматора суще- 
ственно зависит от вида представления данных. Хотя вопро- 
сы, связанные с системами счисления, выходят за рамки 
данного курса, несколько слов во введении об этом сказать сле- 
дует. 

Возьмем крайний случай, полагая, что основная часть вы- 
числений состоит из умножений. Тогда сложность можно понизить, 
записывая данные в логарифмическом виде. Сложение при этом 
станет более трудоемким, но если сложений не слишком много, 
то общий результат улучшится. Тем не менее, как правило, мы 
будем полагать, что входные данные записываются в одном из 
естественных видов — как вещественные, как комплексные или 
как целые числа. 

В практической реализации процессоров для цифровой обра- 
ботки сигналов имеются еще более тонкие вопросы; используются 
формы записи числа как с плавающей, так и с фиксированной точ- 
кой. Для большинства задач цифровой обработки вполне доста- 

точной оказывается арифметика с фиксированной точкой и в этих 

случаях ее и надо выбрать из соображений экономичности. Этого 

положения не следует придерживаться слишком строго. Всегда 

есть соблазн избавиться от многих трудностей проектирования, 

перейдя к арифметике с плавающей точкой. Однако если чил или 

алгоритм предназначены для одного-единственного применения — 

например цифровой фильтр для цифровой радиосхемы массового 

выпуска, — то не стоимость разработки этого чипа играет основ- 

ную роль; решающую роль играют эксплуатационные характери- 

стики изделия и стоимость его тиражирования. Деньги, затрачен- 

ные на облегчение работы конструктора, нельзя потратить на 

улучшение характеристик.
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Неотрицательное целое число |, меньшее, чем 0”, в т-сим- 
вольной позиционной арифметике с фиксированной точкой по 
основанию 49 записывается в виде 

f=fthgtheet.--tinag™ O<fi<gq. 

Число | представляется т-последовательностью коэффициентов 
(1, Л» --:, Гта)'). Имеется несколько способов учета знака 
числа с фиксированной точкой; эти способы записи отрицательных 
чисел называются соответственно прямым кодом, дополнительным 
кодом и обратным кодом. При любом основании 4 правила такого 
представления одни и те же. В двоичном случае, 4 = 2, дополни- 
тельный и обратный коды иногда называются соответственно 
2-дополнительным и 1|-дополнительным. 

Наиболее прост для понимания прямой код. Для записи знака 
числа в нем выделяется специальная позиция, которая называется 
знаковой и в которую записывается 0, если число положительно, 
и |, если число отрицательно. В процессе выполнения операций 
сложения и умножения знаковая позиция обрабатывается от- 
дельно от значимых позиций. Часто предпочтение отдается допол- 
нительному или обратному кодам, поскольку они проще реали- 
зуются в жестком исполнении; сумматор просто складывает два 
числа, не делая различия между знаковой и значащими позициями. 
Как прямой, так и обратный коды приводят к двум разным запи- 
сям нуля — положительной и отрицательной, которые следует 
полагать равными. В дополнительном коде нуль записывается 
однозначно. 

В обратном коде изменение знака числа получается заменой 
каждой цифры |, включая и знаковую цифру, на 9 — Ё— [. 
Например, взятое с обратным знаком десятичное число --62 (ко- 
торое записывается как 062) равно в обратном коде 937, а взятое 
с обратным знаком двоичное число -|-011 (которое записывается 
как 0011) равно в обратном коде 1100. Обратный код обладает 
тем свойством, что для умножения любого числа на минус один 
достаточно каждую цифру заменить ее дополнением до 9 — 1. 

В дополнительном коде изменение знака каждого числа полу- 
чается прибавлением единицы к записи этого числа в обратном 
коде. По определению минус нуль равен нулю. При таком согла- 
шении взятое с обратным знаком десятичное число --62, которое 
записывалось как 062, равно в дополнительном коде 938, а взятое 
с обратным знаком двоичное число 01|, которое записывалось 
как 0011, равно в дополнительном коде 1101. 

1) В стандартной позиционной записи наиболее значимая цифра распола- 

гается не справа а слева, так что число записывается в внде Gim-1» ]т- -- 

р, 7). — Прим. перев.
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1.4. Цифровая обработка сигналов 
Наиболее важной задачей цифровой обработки сигналов явля- 

ется задача фильтрации длинной последовательности чисел, а наи- 
более важным устройством — цифровой фильтр, Как правило, 
длина последовательности данных заранее неизвестна и является 
столь большой, что ее можно полагать при обработке бесконечной. 
Числа, составляющие последовательность, являются обычно либо 
вещественными, либо комплексными, но нам предстоит работать 
и с другими видами чисел. Цифровой фильтр представляет собой 
устройство, формирующее новую числовую последовательность, 
называемую выходной последовательностью, по заданной после- 
довательности, которая теперь называется входной последователь- 
ностью. Широко используемые фильтры можно строить из эле- 
метов, схемы которых приведены на рис. 1.2 и которые называются 
разрядами регистра сдвига, сумматорами, умножителями на 
скаляр и умножителями. Разряд регистра сдвига содержит одно 
число, которое поступает на его выход. В дискретные моменты 
времени, именуемые тактами, разряд регистра сдвига замещает 
содержащееся в нем число числом, поступающим на его вход, 
отбрасывая предыдущее содержимое. Как показано на рис. 1.3, 
регистр сдвига представляет собой несколько соединенных в 
цепь разрядов регистра сдвига. Регистр сдвига называется также 
линией задержки. 

Мы будем рассматривать два наиболее важных типа регистров 
сдвига, известных под названием фильтра с конечным импульс- 
ным откликом (КИО-фильтр) и авторегрессионного фильтра. 
КИО-фильтр, как показано на рис. 1.4, представляет собой просто 
линию задержки с отводами, в которых выход каждого разряда 
умножается на фиксированную константу, а результаты склады- 
ваются вместе. Как показано на рис. 1.5, авторегрессионный 
фильтр также является линией задержки с отводами, но с обрат- 
ной связью, соединяющей выход со входом. Выходная последо- 
вательность КИО-фильтра равна линейной свертке входной по- 
следовательности и последовательности, описываемой весовыми 
множителями в отводах фильтра. 

Линейная свертка является едва Ли не самой общей вычисли- 
тельной задачей цифровой обработки сигналов, и большую долю 
времени мы потратим на исследование вопроса ее эффективной 
реализации. Еще больше времени мы уделим методам эффектив- 

ного вычисления циклической свертки. Это может показаться 

странным, так как в приложениях циклическая свертка возникает 
естественным образом не столь уж часто. Наше внимание к цикли- 
ческой свертке обусловлено тем, что для ее вычисления имеется 
много хороших алгоритмов. Это позволяет разработать быстрые 

методы вычисления очень длинных линейных сверток, связывая 
вместе много циклических сверток.
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Рис. 1.2. Элементы схем. 

Рис. 1.3. Регистр сдвига. 
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Рис. 1.5. Авторегрессивный фильтр. 

Для заданных двух последовательностей — последователь- 
ности данных 

d= {d;, i=0,..., N—I]} 

и последовательности фильтра 

в = [6,1 =0,..., г— Ц, 

где № — длина блока данных и Г — длина фильтра, линейной 
сверткой называется новая последовательность 

$ = {5 i=0,..., L+N — 2}, 

злементы которой определяются равенствами 

N—I 
si= »> fi-ndhs i=—0,..., L+N—2, 

k=0
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а длина выходного блока равна Г, +. N — 1; последовательность $ 
называется выходной или сигнальной. В записи свертки подразу- 
мевается, что 5,_, = 0 при { — Е < 0. Так как все компоненты 
последовательности $ умножаются на все компоненты последова- 
тельности 4, то прямой метод вычисления свертки содержит МЁ 
умножений. 

Имеется очень разработанная теория построения КИО-фильт- 
ров, связанная с выбором длины Г, и весовых множителей {5;}. 
Этот аспект теории конструкций фильтров мы не рассматриваем; 
предметом наших исследований являются быстрые алгоритмы 
вычисления выходной последовательности $ по заданным после- 
довательностям фильтра $ и входа 4. 

Со сверткой тесно связана еще одна величина, которая назы- 
вается корреляцией и определяется равенствами 

МЬ—1 
г; = di isn i=0,...,L+N—2Q, 

i= 

rie Zin = O npuoi+k > L. Корреляцию можно вычислять как 
свертку, если просто прочитать одну из определяющих ее последо- 
вательностей в обратном порядке. Все способы вычисления ли- 
нейной свертки легко преобразуются в способы вычисления 
корреляции. 

Свертку можно записать также через многочлены. Пусть 

N-1 1—1 
а (х) = Хх а; Hg (x) = x £;Xx'. 

L+N-) 

Тогда s(x) = g(x) d(x), rue s(x) = )) 5,x!. Sr равенства легко 
i=0 

проверяются простым вычислением коэффициентов произведения 
g(x) d (х). Можно, конечно, записать также равенство $ (х} = 
=d (x) g(x), #3 которого становится очевидной симметричная роль 
последовательностей р и 4 в определении свертки. Таким образом, 
линейная свертка может быть записана в эквивалентном виде как 

L-1 

$: — a Въ. 

Другой формой свертки, тесно связанной с линейной сверткой, 
является циклическая свертка. Для заданных двух последова- 
тельностей {d;, i= 0, ...,.n—Il} u fg, t=O, ...П— 1} с 

одной и той же длиной блока п циклическая свертка {s;, i = 0, ..., 
п — [| с длиной блока п определяется равенствами 

п 1 

$# = у £((i—k)) Ak» i=O,..., п — 1, 
k==0 ”
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где двойные скобки означают, что вычисления над индексами про- 
изводятся в арифметике по модулю п (см. разд. 2.6). Иными сло- 
pamu, ((n — k)) = n—k (mod n) u 0 < (( — 1) < п. Заметим, 
что в циклической свертке при каждом Е каждое 4, умножается 
на значимую величину 8\((;—)). Это существенное отличие от 
линейной свертки, в которой 4» часто умножается на член &;_ь, 
индекс которого выходит за диапазон определения последова- 
тельности ©, так что соответствующая компонента 8; равна 
нулю. 

Циклическую свертку можно связать с линейной следующим 
образом. Го определению циклической свертки 

п 

Si = x £((i—k)) Ak» i=Q,...,n—l. 

Разделим эту сумму на две, выделяя в первую сумму члены, ин- 
дексы которых удовлетворяют условию # — А >. 0 (или k <i), a 
во вторую — члены, индексы которых удовлетворяют условию 
Е Е <О0 (или Е >И: 

п—1 { 

$ = У а: -- У» бад. 
k=0 kit 

Полагая теперь в первой сумме в; = 0 при Е > Ба во второй 
бпв = 0 при А < Ь можно изменить границы суммирования 
и получить связь циклической и линейной сверток в виде 

n—f n—TI 

$ = x Gi-zdn + 2 Onti-ede = $ -Р $и4ь #=0,..., В — 1. 
—0 = 

Скажем, что члены последовательности $, индексы которых больше 
п — |, «вкладываются» обратно в члены, индексы которых мень- 
ше п. 

Если второй член выписанной выше суммы равен нулю, то 
линейную свертку можно вычислять как циклическую. Это воз- 
можно, если произведения &„.; 4» равны нулю для всех Ги 2. 
Чтобы обеспечить эти условия, можно так выбрать длину П цик- 
лической свертки, чтобы она была больше, чем N + L — 1 (no- 
полняя нулями б и 4 до длины блока п). Тогда для вычисления 
линейной свертки можно пользоваться алгоритмом вычисления 
циклической свертки и получать при этом правильный ответ. 

Циклическую свертку можно также выразить в виде произве- 

дения многочленов. Пусть 
п п—1 

d(x)= Ха, = рам
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Ча, .`» а. do Ч„_1, 7 92 а1, do 

XXX Ch_4 С1› Со ХХАХ 
У———_— 

Выбрать средние п точек 
8 кочестве компонент 
циклической сдертки 

Рис. 1.6. Использование КИО-фильтра для формнрования циклической свертки. 

и $ (х) = 5 (х) а (Хх. Циклическая свертка вычисляется по много- 
члену $ (х) «обратным вложением» членов высшего порядка. Это 
можно представить в виде записи 

s' (x) = s(x) (mod x* — J), 

где равенство по модулю х” — 1 означает, ITO s’ (x) равен остатку 
от деления многочлена $ (х) на многочлен х” — 1. Таким образом, 

s’ (x) = g(x) d(x) (mod x* — I). 

Для приведения многочлена © (х) а (х) по модулю х” — 1 доста- 
точно заменить х” на 1, или, что эквивалентно, член х"Н с поло- 
жительным # на член х. Это соответствует формированию величин 

Si = Si + Sn4t, i=0Q,..., п |, 

и, следовательно, позволяет вычислить коэффициенты цикличе- 
ской свертки. 

Так как 

s' (x) = d (x) g (x) = & (x) d (x) (mod x" — 1), 
то ясно, что векторы Я и 5 играют в определении свертки сим- 
метричную роль, так что циклическая свертка задается двумя 
эквивалентными равенствами 

п 

Sj = 2 бак) = 

п1 

= У Чье, #=0, #.., п— 1. 
k=0 

На рис. 1.6 приведена схема КИО-фильтра, вычисляющего 
циклическую свертку, для чего последовательность 4 повторя-, 
ется дважды. На выходе КИО-фильтра формируется последова- 
тельность из Зи — | компонент, среди которых содержатся п 
последовательных компонент, равных компонентам циклической 
свертки.
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Более важным для приложений является использование цик- 
лической свертки для вычисления длинной линейной свертки. 
В быстрых алгоритмах вычисления длинной линейной свертки 
входная последовательность разбивается на короткие секции, со- 
держащие иногда несколько сотен отсчетов. Для формирования 
потока данных на выходе секции обрабатываются поочередно — 
зачастую методом циклической свертки. Такие способы назы- 
ваются методами с перекрытием; в этом названии отражается 
тот факт, что неперекрывающиеся секции в потоке входных дан- 
ных приводят к перекрывающимся секциям в потоке выходных 
данных, а перекрывающиеся секции в потоке входных данных 
приводят к неперекрывающимся секциям в потоке выходных 
данных. 

Работа показанного на рис. 1.5 авторегрессионного фильтра 
также может быть описана в терминах полиномиальной арифме- 
тики. Но если КИО-фильтр вычисляет произведение многочленов, 
то авторегрессионный фильтр выполняет деление многочленов. 
А именно, при фильтрации конечной последовательности в авто- 
регрессионном фильтре (с нулевым начальным состоянием) на 
выходе фильтра формируется последовательность коэффициентов 
многочлена-частного, получаемого при делении многочлена, 
коэффициенты которого равны компонентам входной последо- 
вательности, на многочлен, коэффициенты которого задаются 
весовыми множителями в отводах фильтра; к моменту завершения 
ввода входной последовательности содержимое фильтра равно 
коэффициентам многочлена-остатка от такого деления. Напомним, 
что авторегрессионный фильтр описывается равенством 

Г, 

ру = — 2 hip;i + aj, 

где а; есть {-й символ на входе, а Й; — весовой множитель в 
i-M отводе фильтра. Определим многочлены 

п 1 L 

a(x) = Зах и В (х) = УВ 
i=0 i= 

и запишем равенство 

a (x) = Q(x) A (x) г (>, 
где © (х) и г(х) обозначают соответственно частное и остаток 
в алгоритме деления многочленов. Тогда отсчет р; на выходе 
фильтра равен в точности ]|-му коэффициенту многочлена-част- 
ного, а коэффициенты многочлена-остатка г (х) будут записаны 
в самых левых разрядах регистра сдвига авторегрессионного 
фильтра после того, как на его вход будут поданы все и коэффи- 

циентов а; делимого.
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Другим очень важным в цифровой обработке сигналов видом 
вычисления является дискретное преобразование Фурье (с этих 
пор называемое в дальнейшем просто преобразованием Фурье). 
Пусть у = {0,1 =0, ..., И — | обозначает вектор с веществен- 
ными или комплексными компонентами. Преобразованием Фурье 
вектора у называется вектор У длины п с комплексными компо- 
нентами, задаваемыми. равенствами 

п 1 

У, = У} wttv,, R=0,..., n—1, 
8—0 

re w = e-/2n/n y j = —1 1), 
Иногда это определение записывается в матричном виде 

У = Ту. 

Если раскрыть эту запись, то она принимает вид 

Vo “| [1 1 1 ... ГОР 5 7 

Vi 1 © w? ... Ol Uy 

Ve. |_] 1 o? ©* ... O270—-D Ue 

ДУ То о о... со |.           
Если вектор У равен преобразованию Фурье вектора у, то 

вектор у можно вычислить по вектору \У с помощью обратного 
преобразования Фурье, задаваемого равенством 

n—l 

] 
U5 = =» oY, 

k=0 

Доказательство этого факта дается следующими выкладками: 

п— п—| n—t 

У оу, = У ой У ой = 
k=0 k=0 i=0 

n—] п 1 

=> “| У wo wo], 
=0 k=0 

Если [ = р, то сумма по А, очевидно, равна И, а если [ не равно 1, 
то сумма приводится к виду 

n—] . 
— ma (lt) n 

У (o~ uo = Loe 
k=0 

1) Вр всей книге буква | используется и для обозначения У—1 ив каче- 
стве индекса. Это не прнводит, однако, ни К какой путанице. 
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Tak Kak wo-” = 1, то справа стоит нуль. Следовательно, 

п n—O 

> «МУ, = У в (пби) = поь 
2—0 [-—=0 

roe 6; = 1 при 1 =Ги 6; =0 в противном случае. 
Между циклической сверткой и преобразованием Фурье име- 

ется очень важная связь, которая известна как теорема о свертке 
и формулируется следующим образом. Вектор е равен цикличе- 
ской свертке векторов Г и в, 

п 1 

@ё; = У fa—) 2 i=0O,..., n— 1, 
[=0 

тогда и только тогда, когда их преобразования Фурье удовлетво- 
ряют равенствам 

E, = F,G:, k=0O0,...,n—l1. 

Это утверждение вытекает из того, что 
п 1 п 1 

a= У Ка) a У o—!'G, | = 
1=0 k=0 

п п—1 п 1 

= — У «—“Сь У, оО Реалу | = + > w—*’G, Fy. 
k=0 1=0 k=0 

Поскольку е есть обратное преобразование Фурье от Е, то мы 
заключаем, что Е; = СЁ». 

Можно также определить двумерные преобразования Фурье, 
которые полезны при обработке двумерных таблиц данных, и 
многомерные преобразования Фурье, которые используются при 
обработке многомерных массивов данных. Двумерное преобразо- 
вание Фурье определяется равенствами 

п”—| м1 р’ = 0 n’ — 1 9 ee 9 2 

Vee k” = у у ot RyRy, i” и у 
° 1‘=0 i”=0 ’ К = 0, oe ey п — 1, 

где ® = е-127/"’ и в = е127/". 

1.5. История быстрых алгоритмов 
обработки сигналов 

Историю быстрых алгоритмов обработки сигналов принято 
отсчитывать с момента, когда в 1965 г. Кули и Тьюки опублико- 
вали свой быстрый алгоритм вычисления преобразования Фурье 
(БПФ-алгоритм), хотя на самом деле эта история началась намного
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раньше. Указанная публикация [5] появилась как раз в нужный 
момент и послужила катализатором применения метода цифровой 
обработки сигналов в новом контексте. Вскоре после опублико- 
вания этой работы Стогхем [6 | заметил, что БИФ-алгоритмы могут 
служить удобным способом вычисления сверток. Технология циф- 
ровой обработки может непосредственно использовать БИПФ, так 
что имеется множество приложений, и поэтому работа Кули и 
Тьюки стала ширко известной. Лишь несколько лет спустя было 
осознанно, что другой БИФ-алгоритм, сильно отличающийся от 
алгоритма Кули-—Тьюки, был разработан раньше Гудом [7] 
(1960) и Томасом 18] (1963). В свое время публикация БИФ-ал- 
горитма Гуда-_Томаса прошла почти незамеченной. Позже Ви- 
ноград [9, 10] (1976, 1978) опубликовал свой более эффективный, 
хотя и более сложный, БИФ-алгоритм, который к тому же позво- 
лил значительно глубже понять, что в действительности озна- 
чает процесс вычисления дискретного преобразования Фурье. 

Неблагоприятным следствием понулярности БИФ-алгоритма 
Кули—Тьюки явилось широкое распространение мнения о том, 
что дискретное преобразование Фурье практично применять 
лишь при длине блока, равной степени двух. Это привело к тому, 
что БПФ-алготитмы стали диктовать параметры применяемых 
устройств вместо того, чтобы приложения диктовали выбор под- 
ходящего алгоритма БИФ. На самом же деле хорошие БИФ- 
алгоритмы существуют практически для произвольной длины 
блока. 

Различные вариации БПФ-алгоритма Кули—Тьюки появи- 
лись во многих обличьях. По существу та же самая идея исполь- 
зуется для построения многолучевой плоско-фазированной радио- 
локационной антенны и известна под названием матрицы Батлера 
[11] (1961). 

Для малых длин блоков быстрые алгоритмы сверток были 
впервые построены Агарвалом и Кули [12] (1977) с использова- 
нием остроумных догадок, но не на основе общего метода. Общий 
метод построения быстрых алгоритмов свертки описал Виноград 
[10] (1978), доказав при этом важные теоремы несуществования 
лучших алгоритмов свертки для полей комплексных и веществен- 
ных чисел. Агарвал и Кули [12] также указали основанный на 
китайской теореме об остатках метод разбиения задачи вычисле- 
ния длинных сверток на задачи вычисления коротких сверток 
Их метод в сочетании с методом Винограда, применяемый для 
вычисления коротких сверток, дает хорошие результаты. 

Самая ранняя идея того, что мы предпочитаем называть быст- 
рыми алгоритмами, появилась намного раньше, чем БИФ-алго- 
ритмы, Алгоритм Левинсона [13] был опубликован в 1947 г. 
как эффективный метод решения некоторых теплицевых систем 
уравнений. Несмотря на чрезвычайную важность этого алгоритма
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в обработке сейсмических данных, литература, посвященная ал- 
горитму Левинсона, многие годы не пересекалась с литературой 
no БПФ-алгоритмам. Как правило, в этих ранних исследованиях 
не делалось попыток явно разграничить алгоритм Левинсона как 
вычислительную процедуру и задачи фильтрации, к решению 
которых алгоритм применялся. Подобно этому, не всегда прово- 
дилось различие между БПФ как вычислительным средством и 
дискретным преобразованием Фурье, для вычисления которого 
используются БИФ-алгоритмы; аналогично зачастую не разли- 
чались алгоритм Витерби как вычислительная процедура и задача 
поиска пути, к решению которой применяется алгоритм Витерби. 

Задачи 

1.1. Построить алгоритм 2-точечной вещественной циклической свертки 

(51% - 5) == (81% -F Bo) (dix + do) (mod x? — I), 

содержащий два умножения и четыре сложения. Относящиеся к ру и 9, вычисле- 
ния не учитывать, полагая их константами, для которых все вычисления выпол- 
няются заранее раз и навсегда. 
1.2. Опираясь на задачу 1.1, построить алгоритм 2-точечной комплексной 

свертки, содержащий только шесть вещественных умножений. 
1.3. Построить алгоритм 3-точечного преобразования Фурье 

2 

Vp = У oy, k= 0, 1, 2, 

r=0 

в котором имеется только два вещественных умножения. 
1.4. Доказать, что не существует алгоритма умножения двух комплексных 

чисел, содержащего только два вещественных умножения. 
1.5.а. Допустим, что имеется устройство вычисления линейной свертки двух 

50-точечных последовательностей. Описать, как это устройство может быть 
использовано для вычисления циклической свертки двух 50-точечных после- 
довательностей. 
6. Допустим, что имеется устройство для вычисления циклической свертки 
двух 50-точечных последовательностей. Описать, как это устройство может 
быть использовано для вычисления линейной свертки двух 50-точечных 
последовательностей. 

1.6., Доказать, что корреляцию можно вычислять как свертку, записывая одну 
из последовательностей в обратном порядке и, возможно, пополняя одну 
из последовательностей отрезком нулей. 

1.7. Доказать, что любой алгоритм вычисления х31, в котором используются 
только сложения, вычитания и умножения, должен содержать по меньшей 
мере семь умножений, но если допустить возможность деления, то суще- 
ствует алгоритм, содержащий всего шесть умножений и делений. 

1.8. Один из алгоритмов вычисления произведения комплексных чисел дается 
равенствами 

e= ас — Ва, 

f = (@+ 5) (c+ 4d) — ac — bd.
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Записать этот алгоритм в матричном виде, подобно тому, как это сделано 
в тексте главы. Каковы недостатки или преимущества этого алгоритма по 
сравнению с приведенным выше? 

1.9. Доказать «свойство сдвига» для преобразований Фурье: если {5;} <> {У»} 
являются парой преобразования Фурье, то парами преобразовання Фурье 
Также являются 

{oo} => {Уцьни и {еп} => (У, 
1.10. Доказать, что «циклическая корреляция» двух вещественных последова- 

тельностей в и @ удовлетворяет соотношению 

1—n 

СО} => x EB (i-+ky tbs 

где С и О соответственно преобразования Фурье последовательностей & и 4. 

Замечания 

Хорошее изложение начала истории быстрых алгоритмов преобразования 
Фурье содержится в статье Кули, Левиса и Велча [1] (1967). Основы теории 
цифровой обработки сигналов можно найти во многих книгах; укажем две из 
них: Оппенгейм н Шафер [2] (1975) и Рэбинер и Голд [3] (1975). 

Алгоритмы умножения комплексных чисел, содержащие три вещественных 
умножения, в общем стали известны с конца 1950-х, но поначалу им не придавали 
должного значения. Описанный нами алгоритм умножения матриц принадлежит 
Винограду [4] (1968).
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Хорошие алгоритмы основаны на красивых алгебраических 
тождествах. Для построения таких алгоритмов необходимо зна- 
KOMCTBO с мощными структурами теории чисел и современной ал- 
гебры. Такие структуры, как множество целых чисел, кольца 
многочленов и поля Галуа, играют важную роль в построении 
алгоритмов обработки дискретных сигналов. В настоящей главе 
излагаются алгебраические сведения, которые необходимы для 
дальнейшего, но, как правило, неизвестны студентам, специали- 
зирующимся в области обработки дискретных сигналов. Сначала 
изучаются математические структуры групп, колец и полей. Мы 
увидим, что дискретное преобразование Фурье может быть опре- 
делено в произвольном поле, хотя наиболее известно его опреде- 
ление в поле комплексных чисел. Затем будут рассмотрены из- 
вестные понятия матричной алгебры и векторных пространств. 
Мы покажем, что их можно корректно определить для любого 
поля. Наконец, мы изучим кольцо целых чисел и кольца много- 
членов, уделяя особое внимание алгоритму Евклида и китайской 
теореме об остатках. 

2.1. Группы 

Понятие группы является математической абстракцией опре- 
деленной алгебраической структуры, часто встречающейся во 
многих конкретных видах. Введение абстрактного понятия обус- 
ловлено тем, что легче одновременно исследовать все математиче- 
ские системы с общей структурой, чем изучать каждую из них 
по отдельности. 

Определение 2.1.1. Группой G называется множество эле- 
ментов с определенной на нем операций (обозначаемой *), KOTO- 
рая удовлетворяет следующим четырем свойствам: 

(Г) (Замкнутость.) Для каждой пары элементов аи В из 
этого множества элемент с = а*ф принадлежит этому множеству. 

(2) (Ассоциативность.) Для всех элементов а, В и С из этого 
множества 

а* (6*с) = (а*б) *с.
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Рис. 2.1. Пример конечной группы. 

(3) (Существование единицы.) В этом множестве существует 
элемент е, называемый единичным элементом, такой что 

а*е — е*а = а 

для любого элемента а рассматриваемого множества. 
(4) (Обратимость.) Для любого а из данного множества су- 

ществует (называемый обратным к а) некоторый элемент 6 из 
этого множества, такой что 

ax*b = beaz=e. 

Если С содержит конечное число элементов, то она называется 
конечной группой. Число элементов в конечной группе С называ- 
ется ее порядком. На рис. 2.1 приведен пример конечной группы. 
По существу здесь представлена одна и та же группа, но в разных 
обозначениях. В случае когда две группы описываются одной 
и той же структурой, хотя и в разных обозначениях, они назы- 
ваются изоморфными *). 

Некоторые группы обладают тем дополнительным свойством, 
что для любых а и Б из такой группы 

а*жь = фжа. 

Это свойство называется коммутативностью. Группы, обладающие 
этим дополнительным свойством, называются коммутативными 
группами, или абелевыми группами. Мы всегда будем иметь дело 
с абелевыми группами. 

В случае абелевых групп знак групповой операции обознача- 
ется плюсом и называется сложением (даже тогда, когда операция 
не является обычным арифметическим сложением). В этом случае 
единичный элемент е называется «нулем» и обозначается 0, а 
обратный к а злемент записывается в виде —а, так что 

a + (—a) = (—a) + a= 0. 
Иногда символ групповой операции обозначатеся точкой и 

называется умножением (даже тогда, когда оно не является обыч- 

1) Вообще любые две алгебраические системы с одной и той же структурой, 
но представленные в разных обозначениях наываются изоморфными.
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ным умножением). В этом случае единичный элемент называется 
единицей и обозначается 1, а обратный к а элемент записывается 
в виде @*, так что 

ага? = а*-а = 1. 

Теорема 2.1.2. Единичный элемент в каждой группе единст- 
вен. Для каждого элемента группы обратный элемент также 
единствен, u (a4) = а. 

Доказательство. Предположим, что е и е'’ являются единич- 
ными элементами. Тогдае = е*е’ = е’.. Далее предположим, что 
Би В’ являются элементами, обратными к а; тогда 

b = Ь* (а*6’) = (bea) *b’ = 0’. 

Наконец, а\*а = а*а! = е, так что а является обратным 
ка!. Но в силу единственности обратного элемента (а *)-* = а.Г] 

Многие общеизвестные группы содержат бесконечное число 
элементов. Примерами являются: множество целых чисел с опе- 
рацией сложения; множество положительных рациональных чи- 
сел с операцией умножения '); множество вещественных (2х 2)- 
матриц с операций сложения. Многие другие группы содержат 
только конечное число элементов. Конечные группы могут быть 
устроены весьма хитро. 

Если групповая операция применяется два или более раз 
к одному и тому же элементу, то можно использовать степенное 
обозначение. Таким образом, а = а*а и 

ак =а*а* ... жа, 

где справа стоят АК копий элемента а. 
Циклической называется группа, в которой каждый элемент 

может быть записан в виде степени некоторого фиксированного 
элемента, называемого образующей группы. Каждая конечная 
циклическая группа имеет вид 

G = {а0, а, а?,..., at}, 

где 4 — порядок @, а — ‘образующая, а а’ — единичный элемент, 
а обратный к &@й элемент равен 04-й. Чтобы можно было на самом 
деле задать группу таким способом, необходимо, чтобы выполня- 
лось равенство а’ = а@. Это вытекает из того, что в противном слу- 
чае, если а = а! при [52 0, то at! = а! и в противоречие 
с определением мы получаем меньше, чем д, элементов. 
——_—_—_ 

1) Этот пример дает удобный повод, чтобы сделать предостережение по 
поводу терминологии. В случае произвольной абелевой группы групповая опе- 
рация обычно называется сложением, но не обязательно является обычным 
сложением. В данном примере она является обычным умножением.
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Важнейшей циклической группой с 49 элементами является 
группа, обозначаемая 2/(9), или иногда С, и задаваемая мно- 
жеством 

Z/(qg) = {0, 1, 2,...,g— 1} 

со сложением по модулю 4 в качестве групповой операции. На- 
пример, 

7/(6) = {0, 1, 2,..., 5} 
из +4 = 1. 

Группа 7/9) может быть выбрана в качестве стандартного 
прототипа циклической группы с 4 элементами. На самом деле 
имеется только одна группа с д элементами; все остальные явля- 
ются ее изоморфными копиями, различающимися обозначениями, 
но не структурой. Любую другую циклическую группу @ сд 
элементами можно отобразить в 2/(9) с заменой групповой опера- 
ции в С сложением по модулю 9. Любые свойства структуры в С 
справедливы в 7/(9), и наоборот. 

По заданным двум группам С’и С” можно построить новую 
группу С, которая называется произведением групп (' и (" и обо- 
значается С = С’Х 0". Элементами С служат пары элементов (a’, 
а"), первый из которых принадлежит С’, а второй — С”. Группо- 
вая операция в произведении групп С определяется равенством 

(а’, а”) *¥ (b’, 5”) — (a’ * 5’ a” * b”). 

В этой формуле звездочка используется три раза в трех разных 
смыслах. В левой части равенства она обозначает групповую 
операцию в С, а в правой части — операции в группах С’ и 0" 
соответственно. 

Например, 2, Х 2. задается множеством 

2 Х 2 = К, 0), (0, 1) (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2). 
Типичным элементом таблицы сложений в 2. Хх С, является 

(1, 2) + (0, 2) = (1, 1. 
Отметим, что группа 2, Х 2. сама является циклической с об- 
разующим элементом (1, 1). Следовательно, 7, Х 2; изоморфна 
группе 2,. Причина этого роется в том, что числа 2 и 3 не имеют 
общих целочисленных делителей. 

Пусть С группа и Н — подмножество в (. Тогда Н называется 
подгруппой группы С, если Н само является группой относительно 
ограничения групповой операции на Н. В качестве примера, 
в множеств целых чисел (положительных, отрицательных и нуля) 
с операцией сложения множество четных чисел, так же как и 
множество чисел, кратных 3, образует подгруппу. 

Один из способов построения подгруппы Н конечной группы @ 
состоит в том, чтобы, выбрав некоторый элемент й из @, форми- 

ровать элементы множества Н в виде последовательных степеней
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этого элемента: h, h*, h®, 1“, .... Так как группа С конечна, то 
элемент последовательности обязательно начнет повторяться. 
Первым должен повториться сам элемент Й, а непосредственно 
предшествующий ему элемент является единичным элементом 
группы, так как рассматриваемая конструкция дает циклическую 
группу. Множество Н называется циклической подеруппой, 
порожденной элементом Й. Число 4 элементов в подгруппе Н 
удовлетворяет равенству #9 = | и называется порядком элемента 
й. Множество элементов Йй, Й?, Й3, ..., #4 = | называется циклом 
в группе (. 

Для того чтобы доказать, что непустое подмножество Н яв- 
ляется подгруппой в @, достаточно только проверить, что вместе 
с элементами аи $ из Н множеству Н принадлежит элемент 
а*б, и что обратный к произвольному элементу а из Н также 
принадлежит Н. Остальные требуемые групповые свойства на- 
следуются из группы @. Если группа конечна, то, как мы увидим 
позже при рассмотрении циклических подгрупп, даже свойство 
обратимости выполняется автоматически. 

Для заданных конечной группы С и подгруппы Н имеется 
важная конструкция, иллюстрирующая определенную ‚ взаимо- 
связь между С и Н и известная под названием разложения группы 
С на смежные классы по подгруппе Н. Обозначим через #1, &,, 
йз, ... элементы из Н, причем через й, обозначим единичный эле- 
мент. Построим следующую таблицу: первая строка состоит из 
элементов подгруппы Н, причем первым слева выписан единичный 
элемент и каждый элемент из Н выписан в строке один и только 
один раз. Выберем произвольный элемент группы @, не содержа- 
щийся в первой строке. Назовем его g, и используем в качестве 
первого элемента второй строки. Остальные элементы второй строки 
теперь получаются умножением слева элементов подгруппы на 
этот первый элемент. Аналогично, строя стретью, четвертую и 
пятую строки, каждый раз выбираем не использованный на пре- 

дыдущих шагах элемент группы С в качестве элементов первого 
столбца. Конец наступает, когда после некоторого шага оказы- 
вается, что все элементы группы записаны в некотором месте 
таблицы. Процесс оканчивается в силу конечности С. Таблица 
имеет следующий вид: 

hy = 1 he eee ha 

2, *hy = Qe goth, eee go*hp, 

9: * = 8 gethg .-- Bethy 

Bm*hy = Bm бт*Й -.. Bm*¥hn 
Первый элемент в каждой строке называется лидером смеж- 

ного класса. Каждая строка таблицы называется левым смежным
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классом, а в случае абелевой группы просто смежным классом. 
Если при построении разложения группы на смежные классы 
использовать вместо левого правое умножение на элементы группы 
H, TO строки называются правыми смежными классами. В силу. 
указанных правил построения разложение группы на смежные 
классы всегда является ‘прямоугольной таблицей, все строки кото- 
рой полностью заполнены. Докажем теперь, что в этой таблице 
каждый элемент группы встречается точно один раз. 

Теорема 2.1.3. В разложении группы на смежные классы каж- 
дый элемент группы встречается один и только один раз. 

Доказательство. Каждый элемент появится по крайней мере 
один раз, так как в противном случае процесс не остановится. 
Покажем теперь, что каждый элемент не может появиться дважды 
в одной и ТОЙ же строке, а затем докажем, что один и тот же эле- 
мент не может появиться в двух разных строках таблицы. 

Предположим, что два элемента в одной и той же строке, ска- 
жем g:*h; uv gi *h,, равны. Тогда умножение ') каждого из них 
на 9:' дает равенство Й; = й». Это противоречит тому, что каждый 
элемент подгруппы выписан в первой строке только один раз. 

Предположим, что два элемента из различных строк, скажем 
9:*Й; и вк *м, равны, и что Ё < 1. Умножение справа на 4Aj' 
приводит к равенству 2; = Sethi *h;'. Тогда 8; порождает 
®-й смежный класс, так как элемент Йй:*Йу’ принадлежит под- 
группе. Это противоречит выбранному выше правилу выбора ли- 
деров смежных классов. [1] 

Следствие 2.1.4. Если Н — подгруппа группы @, то число 
элементов в Н делит число элементов в 4. Таким образом, 

(Порядок Н) (Число смежных классов @ по Н) = (Порядок 0). 

Доказательство. Следует непосредственно из прямоугольности 
таблицы разложения на смежные классы. Г] 

Теорема 2.1.5. Порядок конечной группы делится на порядок 
любого из ее элементов. Таким образом, а = 1 для любого элемента 

а группы С с 9 элементами. 
Доказательство. Группа содержит циклическую подгруппу, 

порожденную любым из ее элементов, и, таким образом, доказа- 
тельство теоремы вытекает из следствия 2.1.4.[] 

2.2. Кольца 

Следующей необходимой нам алгебраической структурой яв- 
ляется кольцо. Кольцо представляет собой абстрактное множество, 
которое является абелевой группой и наделено дополнительной 

операцией. 

1) Слева. — Прим. перев.
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Определение 2.2.1. Кольцом К называется множество с двумя 
определенными на нем операциями: первая называется сложением 
обозначается плюсом); вторая называется умножением (обозна- 

чается записью сомножителей рядом), причем выполняются сле- 

дующие аксиомы: 
|]. Относительно сложения (-) Ю является абелевой группой. 
2. (Замкнутость.) Произведение 26 принадлежит К для любых а 

и физ Ю 
3. (Закон ассоциативности.) 

a (bc) = (ab) c. 

4. (Закон дистрибутивности.) 

a(b +c) = ab + ac, 

(b +c)a= ba + a. 

Сложение в кольце всегда коммутативно, а умножение не 
обязательно должно быть коммутативным. Коммутативное коль- 
цо — это кольцо с коммутативным умножением: аб = фа для всех 
аи биз Ю. Дистрибутивный закон в определении кольца связы- 
вает операции сложения и умножения. 

Важнейшими примерами колец являются кольцо 2 целых 
чисел и кольцо 2/(4) целых чисел по модулю д. Мы уже видели, что 
они являются группами по сложению. Так как на этих множест- 
вах имеется также умножение с необходимыми свойствами, то 
они являются кольцами. 

Несколько хорошо известных читателю по знакомым кольцам 
свойств могут быть выведены из аксиом следующим образом. 

Теорема 2.2.2. Для произвольных элементов а и 6 из кольца К 
выполняются равенства 

(i) a0 = Oa = 0. 
(ii) a(—b) = (—a) b = —ab. 

Доказательство. 
(i) 20 = a(0 +0) = a0 + a0. Прибавляя к обеим частям 

равенства — a0, nonyuum 0 = а0. Аналогично доказывается вто- 
рая половина п. (}). 

(ii) 0 = a0 = a (b — В) = а + а(—565). Следовательно, 

a (—b) = — (ab). 

Аналогично доказывается вторая половина п. (1). С 

Относительно операции сложения кольцо содержит единицу, 
называемую «нулем». Относительно операции умножения кольцо 

Не обязательно имеет единицу, но если единица есть, то она един- 
ственна. Кольцо, обладающее единицей относительно умножения, 
называется кольцом с единицей. Эта единица называется «единицей»
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и обозначается символом 1. Тогда для всех а из Ю имеет место 

|а = а! = а. 

Относительно операции сложения каждый элемент кольца 
имеет обратный. Относительно операции умножения обратные 
к\данному элементу не обязательно существуют, но в кольце с еди- 
ницей обратные могут существовать. Это означает, что для за- 
данного элемента а может существовать элемент 6, такой что 
ab = |1. Если это так, то 6 называется правым обратным к а. 
Аналогично, если существует элемент с, такой, что са = I, TOC 
называется левым обратным к а. 

Теорема 2.2.3. В кольце с единицей: 
(1 Единица единственна. 

(1) Если элемент а имеет и левый обратный 65, и правый 
обратный с, то 6 = с. В этом случае элемент а называется обра- 
тимым, причем обратный элемент единствен (и обозначается 
через @"). 

(iii) (ат = а. 

Доказательство. Аргументация аналогична использованной 
в доказательстве теоремы 2.1.2. Г] 

Если кольцо содержит единицу, то можно произвольное число 
раз сложить ее саму с собой или вычесть из себя самой, получив, 
таким образом, бесконечную в обе стороны последовательность 

ИЕН О, —ач+1), —1, 0, 4, 
ЕЕ ЕЕЕЧЬ .... 

Эти элементы называются целыми кольца и иногда обозначаются 
просто Kak 0, +1, +2, +3, +4, .... Кольцо может содержать 
как конечное, так и бесконечное множество целых. Число целых 
в кольце с единицей называется его характеристикой. Если ха- 
рактеристика кольца равна конечному целому числу 4, то це- 
лые этого кольца могут быть записаны в виде множества 

{l,i +1, 1 +1 +1, ...}, 

или в более простом, используемом для обычных целых чисел, 

обозначении 

11, 2, 3, ... 9—1, 0}. 

Это подмножество является подгруппой аддитивной группы 
кольца; на самом деле это циклическая подгруппа, порождаемая 
элементом 1. Следовательно, если характеристика кольца — ко- 
нечное целое число, то сложение в кольце является сложением 
по модулю 9. Если характеристика бесконечна, то целые кольца 
складываются как целые числа. Следовательно, каждое кольцо
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с единицей содержит подмножество, которое ведет себя относи- 
тельно сложения либо как Z, либо как 7/4). В действитель- 

ности оно ведет себя так же и относительно умножения, так как 
если % и В — конечные суммы единицы кольца, то 

a-B=B+B +... +8, 
где справа стоит © копий элемента В. Так как сложение целых 
в Р ведет себя подобно сложению в 2 или в 2/(4}, то так же ведет 

себя и умножение в К. 
В пределах кольца КЮ каждый элемент а может быть возведен 

в целочисленную степень; <” просто означает произведение 71 KO- 

пий элемента ©. Если кольцо содержит единицу и число целых 

кольца является простым, то иногда для упрощения степенных 

сумм оказывается полезной следующая теорема. 

Теорема 2.2.4. Пусть р простое, и пусть К — кольцо с р 
целыми. Тогда для любого положительного целого числа т и любых 
элементов @ и В из К 

(a + py” = aP™ + BP", 
и, по непосредственному обобщению, 

\ tn т 
р р 

(Ya) = EF) i $ 

для любого множества элементов с; из КЮ. 

Доказательство. Согласно биномиальному разложению, 

a{P\., . 
(a+ PP = LI, | 9 (ВР, i=0 

р . 
где | интерпретируется в КВ как сумма такого числа копий еди- 

ницы кольца. Напомним, что в кольце с р целыми арифметика 

целых совпадает с арифметикой по модулю р. Следовательно, 

можно записать 

наи (вии 
“ p 

Где двойные скобки вокруг | обозначают вычисление по мо- 
i 

дулю р. Теперь заметим, что 

pP\ р РФ 
i} éil(p—davl i{(p—i)! 

Представляет собой целое число и р простое. Следовательно, зна- 

р 
менатель делит (р — 1)! в области целых чисел, и ( кратно р.
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Таким образом, р) — 0 (п104 р) для всех [= 1, 2, .... р— 1. 

Итак, (© -- В)? = ар - (-В)Р. Наконец, либо р = и —В = В, 
так что (+8)? = -В?, либо р нечетно и (-ЕВ)Р = ВР. Таким 
образом, 

(a = В)? = а? = В? 
и для т = 1 теорема доказана. 

Возведем теперь последнее равенство в р-ю степень, 

((« = В)?)Р = (а? + Вер, 
и опять воспользуемся утверждением теоремы при т = 1: 

(ов) =" В. 
Повторяя это 1 — 1 раз, получаем 

ав" а |”, 
что завершает доказательство теоремы. [1 

Если в кольце с единицей элемент имеет обратный, то он назы- 
вается обратимым !). Множество всех обратимых элементов кольца 
замкнуто относительно умножения, так как, если а и 6 обратимы, 
то с = аб имеет обратный элемент, равный С! = b tat. 

Теорема 2.2.5. 
(1) Относительно умножения в кольце множество обратимых 

элементов кольца образует группу. 
(ii) Если с = аб ис — обратимый элемент кольца, то а имеет 

правый обратный, а 6 — левый обратный. 

(111) Если с = аб иа не имеет правого обратного или 6 не имеет 
левого обратного, то с не является обратимым элементом. 

Доказательство. Упражнение. [1 

Многие примеры колец известны. Например: 
1. Множество всех вещественных чисел относительно обычных 

сложения и умножения образует коммутативное кольцо с едини- 

цей. Каждый ненулевой элемент кольца является обратимым. 

2. Множество Х всех целых чисел (положительные, отрица- 

тельные и нуль) относительно обычных сложения и Умножения 

образует коммутативное кольцо с единицей. Единственными обра- 

тимыми элементами кольца служат +1. 
3. Множество всех (пх п)-матриц с вещественными элементами 

1) Используемые для единицы и обратимых элементов кольца английские 

термины «ипЦу» и «ипЁ» переводятся на русский язык одним словом «единица», 
так что часто в литературе обратимые элементы называются единицами кольца, 
мы предпочитаем зафиксировать термнн «единица» в определенном выше смысле. — 
Прим. перев.
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относительно матричного сложения и матричного умножения об- 
разует некоммутативное кольцо с единицей. Единицей служит 
единичная (пхп)-матрица. Обратимыми элементами кольца яв- 
ляются все невырожденные матрицы. 

4. Множество всех (пх п)-матриц, элементами которых явля- 
ются целые числа, относительно матричного сложения и матрич- 
ного умножения образует некоммутативное кольцо с единицей. 

5. Множество всех многочленов от х с вещественными коэффи- 
циентами относительно сложения и умножения многочленов обра- 
зует коммутативное кольцо с единицей. Единицей кольца является 
многочлен нулевой степени р (х) = 1. 

2.3. Поля 

Грубо говоря, абелевой группой является множество, в кото- 
ром можно «складывать» и «вычитать», а кольцо — множество, 
в котором можно «складывать», «вычитать» и «умножать». Более 
сильной математической структурой, называемой полем, является 
множество, в котором можно «складывать», «вычитать», «умно- 
жать» и «делить». 

Определение 2.3.1. Полем называется множество с двумя опе- 
рациями — сложением и умножением, — которые удовлетворяют 
следующим аксиомам: 

1. Множество образует абелеву группу по сложению. 
2. Поле замкнуто относительно умножения и множество не- 

нулевых элементов образует абелеву группу по умножению. 
3. Дистрибутивный закон 

(a+ b)c = ac+ bc 

выполняется для любых а, В ис из поля. 

Единичный элемент относительно сложения принято называть 
нулем и обозначать через 0, аддитивный обратный к элементу а 
обозначать —а, единичный элемент относительно умножения на- 
зывать единицей и обозначать 1, мультипликативный обратный 
к элементу а обозначать &!. Под вычитанием (а — 5) понимается 
а + (—5); под делением (2/6) понимается Ва. 

Следующие примеры полей широко известны: 
1. Р: множество вещественных чисел. 
2. С: множество комплексных чисел. 
3. О: множество рациональных чисел. 
Все эти поля содержат бесконечное число элементов. Имеется 

много других не столь широко известных полей с бесконечным 
числом элементов. Одно из таких полей описывается очень просто 
и известно как поле © (7) комплексных рациональных чисел. Оно 
дается определением , 

© (д =1а-+ Л},
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rie a u $ — рациональные числа, а сложение и умножение опре- 
деляются так же, как для комплексных чисел. При таком опреде- 
лении множество © (7) удовлетворяет определению 2.3.1 и, сле- 
довательно, является полем. 

Имеются также поля с конечным числом элементов, и мы бу- 
дем ими также пользоваться. Поле с д элементами, если оно су- 
ществует, называется конечным полем или полем Галуа и обозна- 
чается СЕ (4). 

Что представляет собой наименьшее поле? Оно обязано со- 
держать нулевой элемент и единичный элемент. На самом деле 
этого уже достаточно для задания поля, если сложение и умно- 
жение определить таблицами 

+101 . 1 0 

0/0 0 

1101 

Это поле известно как СЁ (2). Никаких других полей с двумя эле- 
ментами не существует (за исключением, конечно, изоморфных 
копий поля СЁ (2)). 

Конечные поля можно описывать с помощью таблиц сложения 
и умножения. Вычитание и деление однозначно определяются таб- 
лицами сложения и умножения. Позже изучим конечные поля 
детально. Сейчас мы приведем еще три примера. 

Поле СР (3) = {0, 1, 2} с операциями 

   Поле СЕ (4) = {0,1,2, 3] 

   

—
 
9
”
 

Заметьте, что в СР (4) умножение не есть умножение по мо- 
дулю 4, а сложение не есть сложение по модулю 4. 

Поле СР (5) = {0, 1, 2, 3, 4} с операциями 
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Это примеры очень малых полей. Мы найдем применения и для 
значительно больших полей, таких как СЁ (218 + 1). 

Для произвольного поля, как бесконечного, так и конечного, 
применимы почти все известные алгоритмы вычислений. Это проис- 
ходит потому, что большинство процедур, используемых в полях 
вещественных и комплексных чисел, зависит только от даваемой 
определением 2.3.1 формальной структуры поля и не зависит 
от частных характеристик конкретного поля. В произвольном 
поле ЁР имеется даже преобразование Фурье: 

п 1 

V, = } of*y;, Е =0,..., п |, 
i=0 

где « — корень степени п из единицы в поле Ё, ауи У — векторы 
длины п над полем ЁР. Преобразование Фурье длины п в поле Р 
существует тогда и только тогда, когда поле содержит корень 
степени п из единицы. Если преобразование Фурье существует, 
то оно ведет себя ожидаемым образом. В частности, должно су- 
ществовать и обратное преобразование Фурье, и должна выпол- 
няться теорема о свертке, так как если просмотреть доказатель- 
ства этих свойств, то можно увидеть, что о поле Ё не делается 
никаких предположений, за исключением того, что оно является 
даваемой определением 2.3.1 формальной структурой. 

Аналогично, двумерное преобразование Фурье в поле F 
n’~] n”—] р’ — 0 п’ —___ 1 

эгрг ри >, 7 eo 9 9 

Vewe = уз у ОО, |, ” и 
, Ито го к =0,..., м’ — 1, 

существует, если в поле ЁР имеется элемент ® порядка п’ и эле- 
мент р порядка п”. Если таких элементов в поле нет, то указанное 
преобразование не существует. 

Например, в поле СР (5) порядок элемента 2 равен 4. Следо- 
вательно, в поле СР (5) существует 4-точечное преобразование 

урье 
3 

Vz = 2, k=0, 1, 2, 3, 
= 

и двумерное (4х 4)-преобразование Фурье 

33 
Ver, po у у о, in. 

i7=0 1”=0 

Компоненты векторов У и \У принадлежат полю СР (5), и вся 
арифметика является арифметикой поля СЁ (5). Если 

у = , 

4 

3 
2 

i
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то одномерное преобразование Фурье вектора у равно 

и Е 4 0 
Vii 124 313 _ 1 

V2 1 4 1 4 2 ~ 2\° 

V; 1 3 4 2) 4! 3 

Определение 2.3.2. Пусть Ё — поле. Подмножество в Ё на- 
зывается подполем, если оно является полем относительно насле- 
дуемых операций сложения и умножения; исходное поле Ё в этом 
случае называется расширением подполя. 

Поле рациональных чисел является подполем поля веществен- 
ных чисел, которое в свою очередь является подполем поля ком- 
плексных чисел. Поле комплексных рациональных чисел не яв- 
ляется подполем поля вещественных чисел, но является подполем 
поля комплексных чисел. Легко видеть, что конечное поле СЁ (2) 
является подполем поля СЁ (4), так как элементы 0 и | склады- 
ваются и умножаются в поле СР (4) так же, как в поле СЁ (2). 
Однако СЁ (2) не является подполем ни поля СЕ (3), ни поля 
СЕ (5). 

Чтобы доказать, что некоторое подмножество поля является 
подполем, необходимо доказать только то, что оно содержит не- 
нулевой элемент и замкнуто относительно сложения и умножения. 
Все остальные необходимые свойства наследуются из поля F. 
Обращение по сложению или умножение на элемент В входят 
в порождаемую элементом В Циклическую группу соответственно 
относительно операций сложения или умножения. 

Каждое поле содержит в качестве подмножества множество 
своих целых 

|..., —(1 ++ 1 + 1), —(1 + 1), —1, 0, 1, 1 ++ 1, 

1+ 1441, ...}. 

Целые поля обычно записываются просто как 0, +1, +2, +3, ... . 

Поле может содержать только конечное число целых, и в этом 
случае такое число называется характеристикой поля. (Оно 

всегда простое.) Все элементы полей СЁ (3) и СР (5) являются 

целыми, так что характеристики полей равны соответственно 3 и 5. 

Так как в поле СР (4) целыми являются только 0 и 1, то характе- 

ристика этого поля равна 2. Характеристика и поля веществен- 

ных чисел, и поля комплексных чисел равна со. Каждое поле 

характеристики со содержит поле рациональных чисел (или его 

изоморфную копию). 
Если поле имеет конечную характеристику р, то целые этого 

поля образуют циклическую группу по сложению; следовательно, 

сложение целых поля представляет собой сложение по модулю р, 

где р — число целых поля. Сумму п копий единицы поля будем
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записывать в виде ((п)), где двойные скобки обозначают вычисле- 
ние по Модулю р. 

Конечное поле задает группу двумя путями: все элементы поля 
образуют группу относительно сложения и все ненулевые эле- 
менты поля образуют группу относительно умножения. На самом 
деле по умножению ненулевые элементы поля образуют цикличе- 
скую группу. Доказать это утверждение трудно, и мы отложим 
доказательство до гл. 5, но пользоваться цикличностью этой 
структуры будем раньше. Так как по умножению множество 
ненулевых элементов группы образует циклическую группу, то 
оно порождается одним элементом. 

Определение 2.3.2. Примитивным элементом поля Галуа 
СЕ (9) называется элемент порядка (9 — 1) относительно умно- 
жения. Он порождает мультипликативную группу поля. 

Например, в поле СР (5) степени элемента 3 равны: 3" = 3, 
32 =4, 33—02, 8 = 1. Следовательно, 3 — примитивный эле- 
мент поля СЁ (5). 

  

2.4. Векторные пространства 

Для заданного поля Г п-последовательность (5%, 91, ..., Un_a) 
элементов поля называется вектором длины п над полем РЁ. Мно- 
жество всех таких векторов длины п вместе с двумя заданными 
на нем операциями — сложением векторов и умножением на ска- 
ляр — называется векторным пространством над полем Е. При 
рассмотрении векторных пространств элементы поля КЁ, над ко- 
торыми строются векторы, называются скалярами. Умножение 
на скаляр — это операция, связывающая вектор у с элементом 
поля с по правилу 

C (Up, Uy, +++) Una) = (CU, CVy, ++) CVn1)- 

Векторное сложение является операцией сложения двух векторов, 
У = у’ -- у’, выполняемого по следующему правилу: 

(vo, Vi; ...;у Un—1) + (©, U1, ...у Un—1) = 

= (vp + vp, U4 01, ..-, Un—t + 9—1). 
Векторное пространство п-последовательностей представляет 

собой один пример векторных пространств. Векторное простран- 
ство над полем Ё можно определить абстрактно как множество 
У элементов (именуемых векторами) с двумя заданными на нем 

операциями. Первая операция определена на парах элементов 
из У, называется сложением векторов и обозначается плюсом. 

Вторая операция определена на элементе из У и элементе из Р, 
дает в результате элемент из У и называется умножением на ска- 

Ляр; для обозначения такой операции эти элементы записываются
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рядом. Для того чтобы У было векторным пространством, эти 
операции должны удовлетворять следующим аксиомам. 

1. У представляет собой абелеву группу относительно опера- 
ции сложения векторов, 

2. (Дистрибутивный закон.) Для любых векторов ут, У. и ЛЮ- 
бого скаляра с 

C (V1 + V2) = CV, + CV». 
3. (Дистрибутивный закон.) Для любого вектора у и любых 

скаляров с: и с. выполняется 1|-у =уУи 

(Cy +c.) V = Cyv + сэ. 

4. (Ассоциативный закон.) Для любого вектора у и любых 
CKaJIAPOB Cy H Ce 

(CyCo) V = Cy (Cav). 

Нулевой элемент из У называется началом координат и обозна- 
чается через 0. Отметим, что мы использовали символ -- двумя 
различными способами: для векторного сложения и для сложе- 
ния в поле. Отметим также, что мы использовали символ 0 для 
обозначения нулевого элемента поля и символ 0 для обозначения 

начала координат векторного пространства. Это неопределенность 
практически не приводит к недоразумениям. 

Подмножество векторного пространства называется векторным 
подпространством, если оно само является векторным простран- 
ством относительно исходных операций сложения векторов и 
умножения вектора на скаляр. Относительно сложения векторов 
векторное пространство является группой, а векторное продпро- 
странство — подгруппой. Для того чтобы проверить, является Ли 
непустое подмножество векторного пространства подпростран- 
ством, необходимо проверить только замкнутость подмножества 
относительно сложения векторов и умножения векторов на ска- 
ляр. Замкнутость относительно умножения на скаляр гаранти- 
рует принадлежность подмножеству нулевого вектора. Все осталь- 
ные требуемые свойства наследуются из исходного пространства. 

Векторное пространство п-последовательностей над РЁ обозна- 
чается через Ёп.’ В этом пространстве сложение векторов и умно- 
жение вектора на скаляр определены покомпонентно. В Ё” имеется 
еще одна операция, называемая покомпонентным произведением 
двух векторов. Если wu = (do, G4, .-., Gna) H v= (Oo, 01, -.-> 
6„_1), то покомпонентное произведение определяется равенством 
tiv = (obo, Q,b1, ..., а, 16,1). Оно представляет собой вектор, 
компоненты которого получаются в результате перемножения 
компонент векторов и и у. 

Скалярным произведением двух п-последовательностей из Ен 
называется скаляр, определяемый равенством 

И-У —= (2, ее у Gin_1)° (6%, оо Ви) = аобо + eee + Q,-10n-1-
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Немедленно проверяется, что и.у = У-и, (си). у = с (и-у) и что 
также м. (и Ру) = (м.ц) + (м-у). Если скалярное произведение 
двух векторов равно нулю, то векторы называются ортогональ- 
ными. Над некоторыми полями возможна ортогональность нену- 
левых векторов самим себе, но это невозможно над полем веще- 
ственных чисел. Вектор, ортогональный к каждому вектору из 
данного множества, называется ортогональным к этому множеству. 

Теорема 2.4.1. Пусть У — векторное пространство п-после- 
довательностей над полем Ё, содержащее подпространство У. 
Множество векторов, ортогональных к У, само образует под- 
пространство. 

Доказательство. Пусть И обозначает множество всех векторов, 
ортогональных к Я. И не пусто, так как 0 принадлежит U. 
Пусть м — произвольный вектор из У, аш: и We, — некоторые 
векторы из И. Тогда м. щ; = м. щ, = би 

W-t, + W-, = 0 = w-(u, + 4), 

Tak 4TO tt, -+ U,. TaKxKe BeKTOp H3 U. Далее, м. (си1) = с (м. и!) = 0, 
так что си: также вектор из И. Следовательно, И является под- 
пространством. Г] 

Множество всех векторов, ортогональных к подпространству W, 
называется ортогональным дополнением подпространства Я и 
обозначается через 1. В векторном пространстве К” всех п-по- 
следовательностей над полем вещественных чисел пересечение 
подпространств № и \У+ содержит только нулевой вектор; но 
в векторном пространстве над СЁ (4) подпространство Я1 может 
иметь нетривиальное пересечение с Й или может даже лежать 
в У, содержать У и совпадать с У. Например, подпространство 
из двух векторов (00) и (11) пространства СР? (2) является своим 
ортогональным дополнением. 

В векторном пространстве У сумма вида 

Н — 21 +- ЧУ -+- eee +- GpVp, 

где а; — скаляры, называется линейной комбинацией векторов у1, 

Vo, ..., Vz. Говорят, что множество векторов порождает линейное 
пространство, если каждый вектор этого пространства представим 
В виде некой линейной комбинации векторов из этого множества. 
Тогда говорят также, что такое линейное пространство натянуто 
на это множество векторов. Линейное пространство, которое на- 
тянуто на конечное множество векторов, называется конечномер- 
ным векторным пространством. Число векторов в наименьшем 
множестве, порождающем некое пространство, называется раз- 

мерностью этого пространства. Пространство п-последовательно- 
стей над Р дает пример конечномерного векторного пространства 

размерности п.
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Множество векторов \у1, Vo, ..., Ук} Называется линейно за- 
висимым, если существует множество скаляров {а1, ..., ак}, не 
все из которых равны, таких что 

@лу1 | ау. --... + аку = 0. 

Множество векторов, не являющееся линейно зависимым, назы- 
вается линейно независимым. Ни один вектор из линейно незави- 
симого множества не может быть представлен как линейная ком- 
бинация остальных. Заметим, что нулевой вектор 0 не может 
принадлежать линейно независимому множеству; каждое мно- 
жество, содержащее 0, является линейно зависимым. Множество 
из Ё линейно независимых векторов, порождающих линейное 
пространство, называется базисом этого пространства. 

2.5. Матричная алгебра 

Методы матричной алгебры обычно изучаются только для полей 
вещественных и комплексных чисел,.хотя большинство операций 
справедливо в произвольном поле (а иногда даже в произвольном 
кольце). 

Определение 2.5.1. (пхт)-матрицей А над полем РЁ назы- 
вается прямоугольная таблица, состоящая из п строк и т столб- 
цов и содержащая пт элементов из поля Ё: 

—_ 

(11 Со оо Qim 

ал Ч +++ Gam 
A= = [a]. 

Чл Ч +--+ Onm 

Если п = т, то матрица А называется квадратной. Две 
(пх т)-матрицы А и В над полем Ё можно складывать по правилу 

аз | ба аз 61» ... @т бт 

АВ = ... 
ani + Ont Ane + One vce anm + Onm 

Beakyro (nXm)-matpuuy А можно умножить на элемент В поля 
по правилу 

Ваз Ваз ... Baim 

В =А ... 

Ban Bane 77° Banm 

Всякую (1х п)-матрицу А можно умножить на (пхт)-матрицу В, 
получив в результате ({х т)-матрицу С по правилу 

[=1,.... Ь n 

С}; = У; а:ьбь; . 

7 k=1 : 7 j=l,..., т.
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Множество элементов а;, для которых номер строки совпадает 
с номером столбца, называется главной диагональю. (пхп)-ма- 
трица, все элементы главной диагонали которой равны единице, 
а остальные элементы равны нулю, называется единичной матри- 
цей размера п и обозначается через 1. Матрица, все элементы 
побочной диагонали (элементы, для индексов которых |} = п + 
- 1—1) которой равны единице, а остальные элементы равны 
нулю, называется обменной матрицей и обозначается через J. 
Отметим, что 4? = 1. Примерами единичной и обменной матриц 
являются следующим (ЗХ 3)-матрицы: 

i 0 0 0 0 1 

1=|0 1! Of, 4=0 10 

0 0 1 100 

Относительно введенного определения произведения и суммы 
матриц, как легко проверить, множество квадратных (иж л)-ма- 
триц образует кольцо. Это кольцо некоммутативно, но обладает 
единицей, а именно единичной (пхп)-матрицей. 

Транспонированной к (пхт)-матрице А называется (тх п)-ма- 

трица А’, такая что а/ = аи. Таким образом, строками ма- 
трицы АТ служат столбцы матрицы А, а столбцами матрицы АТ 
служат строки матрицы А. Легко проверить, Что если С = АВ, 
To C? = BTA’. 

Обратной к квадратной матрице А, если таковая существует, 
называется квадратная матрица А", такая что АА = AAT = 
= ]. Kak нетрудно проверить, множество всех обратимых ква- 

дратных (пхп)-матриц относительно операции умножения обра- 
зует группу. Следовательно, если матрица имеет обратную, то 
обратная единственна, так как в силу теоремы 2.1.2 это свойство 
выполняется в каждой группе. Матрица, имеющая обратную, 
называется невырожденной; в противном случае матрица назы- 
вается вырожденной. Пусть С = АВ. Как следует из п. (11) тео- 
ремы 2.2.5, если хотя бы у одной из матриц А или.В нет обрат- 
ной, то и у матрицы С нет обратной. Если матрицы А и В обра- 
тимы, то С-! = В-1А-", так как (ВА!) © =1= С (ВТА ”"). 

Определение 2.5.2. Пусть поле Р задано. Для каждого п опре- 

делитель квадратной (пх п)-матрицы А равен величине det (A), 
являющейся функцией из множества всех (пх п)-матриц над Р 

в поле Р. Функция 4еЁ (А) задается формулой 

det (A) = У) Bi 10. Ue Fai, > + Ani, y 

где i,, ij, ..., i, — NepeCTaHOBKa на множестве целых чисел 

1, 2, ..., п}; Gis ty равно +1, если перестановка содержит 

четное число транспозиций, и —Ё в противном случае, а сумми-
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рование ведется по всем перестановкам. Гранспозицией назы- 

вается перестановка двух членов. 

Если матрица А’ получается из матрицы А перестановкой двух 
строк, то каждую перестановку строк матрицы А’, получаемую 
в результате четного (нечетного) числа транспозиций, можно рас- 
сматривать как соответствующую перестановку строк матрицы А. 
Отсюда следует, что при перестановке любых двух строк матрицы 
знак определителя меняется на противоположный. Аналогичные 
рассуждения показывают, что если две строки матрицы равны, 
то определитель равен нулю. 

Следующая теорема, приводимая без доказательства, содержит 
вытекающие непосредственно из определения 2.5.2 свойства опре- 
делителя. 

Теорема 2.5.3. (1) Если все элементы некоторой строки ква- 
дратной матрицы равны нулю, то определитель этой матрицы 
равен нулю. 

({#) Онпределитель матрицы равен определителю транспониро- 
ванной матрицы. 

(111) Если две строки квадратной матрицы поменять местами, 
то определитель поменяет знак. 

(1У) Если две строки равны, то определитель равен нулю. 
(У) Если все элементы одной строки матрицы умножить на 

элемент поля с, то определитель новой матрицы будет равен 
определителю исходной матрицы, умноженному на с. 

(у1) Если матрицы А и В отличаются только 1-й строкой, 
то сумма их определителей равна определителю матрицы С, 
{-я строка которой равна сумме 1-х строк матриц А и В, а осталь- 
ные строки равны соответствующим строкам матрицы А или В. 

(у) Если к элементам некоторой строки матрицы Е раз при- 
бавить соответствующие элементы некоторой другой ее строки, 
то определитель матрицы не изменится. 

(У11) Определитель матрицы отличен от нуля тогда и только 
тогда, когда ее строки (столбцы) линейно независимы. 

} Если в квадратной матрице удалить строку и столбец, содер- 
жащие элемент а;;, то определитель оставшейся квадратной таб- 
лицы размера п — 1 называется минором элемента а;; и обозна- 
чается через М;;. Алгебраическое дополнение, обозначаемое здесь 
через С;;, определяется равенством 

С; = (— 1) Mi;. 
Из способа задания определителя матрицы следует, что ал- 

гебраическое дополнение элемента а;; является коэффициентом 
при а;; в разложении определителя: 

det (A) = x а: Сть. 

р
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Это известная формула Лапласа для разложения определителей. 
Формула разложения Лапласа лежит в основе рекуррентного спо- 

соба вычисления определителей. Она дает выражение определи- 
теля (пхп)-матрицы через определители ((п — 1)х (п — 1))-матриц. 

п 

Если а заменить на аз, то получится сумма » азСи, 
k=l 

равная определителю новой матрицы, полученной из старой за- 
меной элементов #-Й строки элементами |{-й строки; этот определи- 

тель равен нулю, если | 52 1. Таким образом, 

С det (A), i ~ j, 

2, amnCin = 0 i j. 

Поэтому если 46 (А) =- 0, то матрица А имеет обратную, равную 

АГ = К) | 

Если 4ей (А) = 0, то обратной матрицы не существует. 
Матрицу можно разбить на блоки по правилу: 

A= Гы ad 

rie Ai, Ai, Ace, и А» — меньшие матрицы, размеры которых 
очевидным образом дополняют друг друга до размеров исходной 
матрицы А. А именно, число строк матрицы А.: (или А!.) плюс 
число строк матрицы А»: (или А.„з) равно числу строк матрицы А; 
аналогичное утверждение выполняется для числа столбцов. Ма- 
трицы можно перемножать поблочно. А именно, если 

_ [Au Bu + АВ» - А, В. + АВ] 

| AaB, + АВ» 
С 

A2Bir + А.В. | 

; 
t 

4 + 

4 
1 

при условии, что все размеры блоков выбраны корректно в том 
смысле, что все матричные произведения и суммы определены. 
Такое разложение может быть выведено как простое следствие 

аксиом ассоциативности и дистрибутивности основного Поля. 

Определение 2.5.4. Пусть А = [ав и В = [л| — матрицы 
соответственно размеров /ХК и УХЕ. Тогда кронекеровским про-
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изведением матриц А и В, обозначаемым АЖВ, называется ма- 
трица, содержащая [/ строк и КЁ столбиов, у которой на пере- 
сечении строки с номером (7 — 1) Г +] и столбца с номером 
(k — ПЕ --{ стоит элемент 

Ciz, ni = indy. 

Кронекеровское произведение представляет собой (/ x K)-Ta6- 
лицу, состоящую из (УХ [)-блоков, (1, Е)-й из которых равен а;,„В. 
Непосредственно из определения вытекает, что кронекеровское 
произведение матриц некоммутативно, но ассоциативно: 

AxB+B XA, (A x B) x C=A (B x C). 

ONeMeHTHI MaTpuuL AX B Te *e, YTO HY MaTpHub! BXA, Ho ynopa- 
дочены по-другому. Очевидно также, что кронекеровское произ- 
ведение дистрибутивно относительно обычного сложения матриц. 

Наиболее известным примером кронекеровского произведения 
является внешнее произведение двух векторов. Предположим, 
что А и В обе представляют собой векторы-столбцы, скажем, 
a= (a, ..., a)?’ u b= (6, ..., 6,)Т соответственно. Тогда К. = 
= 1 =1, и ахЬ7 является (1Х.У)-матрицей, на пересечении 
:-й строки и |-го столбца которой стоит элемент а;6;. Оно обозна- 
Чается просто через аЪ7, так как в этом случае кронекеровское 
произведение совпадает с обычным произведением матриц. 

Следующая полезная теорема утверждает, что кронекеровское 
произведение произведений матриц равно матричному произве- 
дению кронекеровских произведений соответствующих матриц. 

Теорема 2.5.5. Если все матричные произведения определены, 
то кронекеровское произведение удовлетворяет равенству 

(A x B)(C x D) = (AC) x (BD). 

Доказательство. Пусть матрицы А, В, Си О имеют соответ- 
ственно размеры /[ХК, УХЁ, КХМ и ЕХМ. Так как матрица 
АХ В содержит КГ, столбцов, а матрица СЖО содержит КЁ. строк, 
то матричное произведение (АЖХВ) (СХО) определено. Оно со- 
держит // строк, которые мы занумеруем парами (&, |), и ММ столб- 
цов, которые мы занумеруем парами (т, п). Элемент, стоящий 
на пересечении строки (1, |) и столбца (т, п), равен > Qind j1Chm Ain- 

Так как матрица AC содержит / строк и М столбцов, а матрица BD 
содержит У строк и Г, столбцов, то матрица (АС) х (ВО) также 
является (17 х КГ.)-матрицей. Стоящий на пересечении строки ($, ]) 
и столбца (т, п) элемент этой матрицы равен 

уз QinChm > b din — > азвб лСьт@1ь» 

что и завершает доказательство. [1



2.5. Матричная алгебра 55 
ям 

(пх п)-матрица, в которой а; = акр’, если Г] =! —Т, 

называется теплицевой (пхп)-матрицей. Теплицева матрица 
имеет вид 

  

ао Q Ay «++ Ant 

а—1 Qo Q) 

a_ a_ . А — 2 1 @0 

_ @— ("—1) ... 90 _     
вдоль Любой ее диагонали стоит один и тот же элемент. 

Элементарными операциями над строками матрицы назы- 
ваются следующие действия: 

|) перестановка двух произвольных строк; 
2) умножение произвольной строки на ненулевой элемент поля; 
3) замена произвольной строки на сумму ее самой и некото- 

рого кратного любой другой строки. 
Каждая элементарная операция над строками (пхт)-ма- 

трицы А может быть выполнена путем левого умножения А на 
соответствующим образом подобранную так называемую элемен- 
тарную (пжп)-матрицу Е. Элементарные матрицы определяются 
как следующие модификации единичной матрицы: 

— = — = = + 

] 1 1 

или: 

            
Каждая элементарная операция над строками обратима, и 

обратная операция имеет такой же вид. 
Элементарные операции над строками используются для при- 

ведения матрицы к стандартному виду, называемому канониче- 

ским ступенчатым видом и определяемому следующим образом: 

1) ведущий ненулевой элемент каждой ненулевой строки ра- 
вен единице; 

2) все остальные элементы каждого столбца, содержащего 
такой ведущий элемент, равны нулю; 

3) ведущий элемент любой строки находится правее любого 

ведущего элемента любой расположенной выше строки. Нулевые 

строки расположены ниже всех ненулевых строк.
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Примером матрицы, приведенной к каноническому ступенча- 
тому виду, является 

110130 

001100 
000001 

000000 

Заметим, что нулевая строка расположена снизу и что если уда- 
лить последнюю строку, то все столбцы единичной (3х 3)-матрицы 
появятся среди столбцов матрицы, но в разбросанном виде. В об- 
щем случае если имеется К ненулевых строк и по меньшей мере 
такое же количество столбцов, то матрица в каноническом сту- 
пенчатом виде будет содержать все столбцы единичной (kx k)-Ma- 
трицы, но в разбросанном виде. 

Строки (пхт)-матрицы А над полем Е являются подмноже- 
ством векторов пространства ЕР”, т. е. векторами с т компонен- 
тами. Гространством строк матрицы А называется множество 
всех линейных комбинаций строк матрицы А. Пространство строк 
образует подпространство в Ё”. Размерность пространства строк 
называется рангом матрицы по строкам. Аналогично, столбцы 
матрицы А можно рассматривать как множество векторов в про- 
странстве Ё” векторов с п компонентами. Пространство столбцов 
матрицы А определяется как множество всех линейных комбина- 
ций столбцов матрицы А, и размерность этого пространства на- 
зывается рангом матрицы по столбцам. Множество векторов у, 
таких что АуГ = 0, называется нулевым пространством ма- 
трицы А. Нулевое пространство, очевидно, является векторным 
подпространством пространства Е”. В частности, нулевое про- 
странство матрицы А является ортогональным дополнением про- 
странства строк матрицы А, так как нулевое пространство может 
быть описано как множество всех векторов, ортогональных 
ко всем векторам пространства строк матрицы. 

Теорема 2.5.6. Если две матрицы А и A’ переводятся друг 
в Друга некоторой последовательностью элементарных операций 
над строками, то они имеют одно и то же пространство 
строк. 

Доказательство. Каждая строка матрицы А’ является линей- 
ной комбинацией строк матрицы А; следовательно, любая линей- 
ная комбинация строк матрицы А’ также является линейной 
комбинацией строк матрицы А, и тем самым пространство строк 
матрицы А содержит пространство строк матрипы А’. Но А может 
быть получена из А’с помощью обратных операций, и, следова- 
тельно, пространство строк матрицы А” содержит пространство 
строк матрицы А. Следовательно, пространства строк матриц А 
и А’равны. П
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Теорема 2.5.7. Если матрицы А и А’ связаны последователь- 
ностью элементарных операций над строками, то любое мно- 

жество линейно независимых столбцов матрицы А является также 
линейно независимым в А’. 

Доказательство. Теорема очевидна для первой и второй эле- 
ментарных операций, так что достаточно провести доказательство 
для единственной третьей операции. Итак, пусть А’ получается 
из А прибавлением строки ©, умноженной на элемент поля 
к строке В. Если в А’ имеется некоторая линейная зависимость 
столбиов, то она приводит к нулевой линейной комбинации соот- 

ветствующих элементов строки ©, которая поэтому никак не ска- 
зывается на строке В. Следовательно, это множество столбиов 
в А также линейно зависимо. [ 

Теорема 2.5.8. Если Е строк (Е Хп)-матрицы А линейно не- 
зависимы, то эта матрица содержит Е линейно независимых 
столбцов. 

Доказательство. Приведем матрицу А к каноническому сту- 
пенчатому виду А’. Так как строки линейно независимы, то ни 
одна строка не будет нулевой. Следовательно, для каждой строки 
иайдется столбец, который в пересечении с этой строкой содержит 
единицу, а во всех остальных позициях — нуль. Это множество 
из А столбцов матрицы А’ линейно независимо, и, следовательно, 
по теореме 2.5.7 в матрице А это же множество столбцов также 
Лииейно независимо. [Г] 

Теорема 2.5.9. Ранг матрицы по строкам равен ее рангу по 
столбцам и оба равны размерам любой наибольшей квадратной 
подматрицы, определитель которой отличен от нуля. (Эта вели- 
Чина называется просто рангом матрицы.) 

Доказательство. Необходимо только доказать, что ранг ма- 
трицы А по строкам равен размеру наибольшей квадратной под- 
матрицы с отличным от нуля определителем. То же самое дока- 
зательство, примененное к транспонированной матрнце, тогда 
дает этот же результат для ранга матрицы по столбцам, и, таким 
образом, служит доказательством равенства ранга по строкам 
рангу по столбцам. 

Нодматрицей матрицы А называется матрица, получающаяся 
Из А удалением произвольного числа строк и столбцов. Пусть М — 
невырожденная квадратная подматрица матрицы А наибольшего 

размера. Так как М невырожденна, то, согласно п. (У11) тео- 
ремы 2.5.3, ее строки линейно независимы, и, следовательно, 
эти же строки матрицы А должны быть линейно независимы. 
Таким образом, ранг матрицы А по строкам по меньшей мере 
столь же велик, сколь размер подматрицы М.
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С другой стороны, выберем произвольное множество из Ё ли- 
нейно независимых строк. Согласно теореме 2.5.7, образованная 
этими строками матрица содержит А линейно независимых столб- 
цов. Выбирая эти А столбцов на рассматриваемых А строках, 
получаем подматрицу с ненулевым определителем. Следовательно, 
размер наибольшей квадратной невырожденной подматрицы по 
меньшей мере столь же велик, сколь ранг матрицы А по строкам. 
Это завершает доказательство. [1 

2.6. Кольцо целых чисел 

Целые числа (положительные, отрицательные и нуль) образуют 
обманчиво простое математическое множество. Ничего, кажется, 
не может быть более регулярного и равномерного, чем целые 
числа, но присмотревитись пристальнее, можно увидеть сложные 
внутренние связи и модели этого множества. Разумный конструк- 
тор использует эти свойства множества целых чисел при построе- 
нии эффективных алгоритмов цифровой обработки сигналов. 

Относительно обычных операций сложения и умножения целые 
числа образуют кольцо, которое принято обозначать 2. В кольце 
целых чисел вычитание возможно всегда, а деление не всегда. 
Ограниченность деления является одной из причин, делающих 
кольцо целых чисел столь интересной и богатой структурой. 

Говорят, что целое число $ делится на целое число г, или 
что г делит $, или что г является делителем $, если $ = ra для 
некоторого целого числа а. Этот факт записывается символом 
г |5, который читается «г делит 5». Если г и делит $, и делится 
на $, то г = +5. Действительно, г = 5а и $ = гб для некоторых 
целых чисел аи Ь. Следовательно, г = габ и аб должно равняться 1. 
Так как аи В оба целые, то они равны {1 или —. 

Положительное целое число р > 1, которое делится только 
Ha +р или -!, называется простым. Наименьшими простыми 
числами являются 9, 3, 5, 7, 11, 13, ...; число 1 не является про- 
стым. Не являющееся простым положительное целое число назы- 
вается составным. Наибольший общий делитель двух целых чи- 
сел ги $ обозначается НОЛД Ту, $] и определяется как наибольшее 
положительное число, которое делит“ оба из них. Наименьшее 
общее кратное двух положительных чисел г и $ обозначается 
HOK [х, $] и определяется как наименьшее положительное число, 
которое делится на оба из них. Два числа называются взаимно 
простыми, если их наибольший общий делитель равен |. 

В кольце целых чисел всегда возможно сокращение; если 
ca = cb uw с отлично от нуля, то а = 6. В кольце целых чисел 
имеется также слабая форма деления, известная Под названием 
деления с остатком или алгоритма деления.
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Теорема 2.6.1 (Алгоритм деления). Для каждого целого числа с 
и положительного целого числа 4 найдется: единственная пара 

елых чисел © (частное) и $ (остаток), таких что с = а@ + $, 

где 0 < $ < 4. 
Частное иногда обозначается 

Q= ce 
d + 

Обычно нас будет больше интересовать остаток, чем частное. 

Если $ и с при делении на 4 имеют один и тот же остаток, то это 
записывается в виде 

  

S=c (mod d). 

Выражение этого вида называется сравнением и читается так: 
5 сравнимо с с по модулю 4. В сравнении ни $, ни с не должны быть 
обязательно меньше 4. Мы больше интересуемся остатком. Оста- 
ток записывается в виде равенства 

Ss = Ra Ic], 

которое читается так: $ равно остатку от деления с на 4, или $ равно 
вычету с по модулю 4. Мы будем также пользоваться скобками 
((с)) для обозначения этих же величин; в этом случае 4 ясно из кон- 
текста. Еще одним обозначением является 

s=c (mod d), 

в котором вместо знака сравнения стоит знак равенства. Теперь 
это не сравнение, а остаток от деления с на 4. 

Вычисление остатка от сложного выражения облегчается сле- 
дующей теоремой, которая утверждает, что можно менять после- 
довательность выполнения операции вычисления остатка со сло-ч 

жением и умножением. 

Теорема 2.6.2. Для фиксированного модуля а 

(i) Ва @- Ы = В. [Ва [а] Ка [6]. 

(ii) Ю. [а-6] = Юа [Ва [а]. Ва [6]. 

Доказательство предоставляется читателю в качестве упраж- 
нения. 

Наибольший общий делитель двух заданных положительных 
чисел и Ё может быть вычислен с помощью итеративного приме- 
нения алгоритма деления. Эта процедура известна как алгоритм 

вклида. Предположим, что [< $; алгоритм Евклида сводится 

К последовательности шагов 

§ = 00 +- tQ), 

t= Qe) +4 40),
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tQ) — QE) tO - t(3) | 

{"—2) — QUrgln—I) fn), 

{Al = Qinth)e(r) 

где остановка процесса наступает при получении нулевого остатка. 
Последний ненулевой остаток, К”), равен наибольшему общему 
делителю. Этот факт будет доказан в следующей теореме. Матрич- 
ные обозначения позволяют кратко записать шаги алгоритма 

Евклида в виде 
8(7) 0 1 $(—1) 

fin [а о | [в] 
Теорема 2.6.3 (Алгоритм Евклида). Для двух заданных поло- 

жительных чисел $ и & где $ > Ь пусть $®) = зи КЮ) = 1. Реше- 
ние рекуррентных уравнений 

sf —) 
Qi) — | —___ 

РА ’ 

A) 0 | g(t—)) 

| | i _a | Lien | 
при г=1, ..., п дается величиной 

s™ = НОД [5, И, 

где п равно наименьшему целому числу, для которого tt” = QO, 

Доказательство. Так как Ё+ < Ё!} и все остатки неотрица- 
тельны, то в конце концов наступит п, для которого К") = 0, 
так что завершение работы алгоритма произойдет обязательно. 
Легко проверить, что 

Ei ae} = EV 0} 
АЕ ol} Lo |: 

Tak uro s() должно делить оба числа $ и Ёи, следовательно, делит 

НОД [$, й. Далее, 
$(п) 1 ГО ] $ 

Го Ь о}. 0 211 —©0() t 

так что любой делитель чисел $ и Ё делит 5“. Следовательно, 

НОД [5 Н делит 5") и делится на $(". Таким образом, 

s™ = HOJ Is, f]. 

Это завершает доказательство. Г] 

Поэтому
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Из этой теоремы вытекает несколько важных следствий. Нусть 

in п 0 1 0 1 п 

А т ОЕ — 0%) А - 

Тогда получаем следствие, являющееся важным и интуитивно 
непредсказуемым результатом теории чисел, утверждающим, что 
наибольший общий делитель двух целых чисел равен их линейной 
комбинации. 

Следствие 2.6.4. Для любых целых чисел $ и | найдутся такие 
целые числа а и 6, что 

HOD {[s, tl = as+ &. 

Доказательство. Достаточно доказать следствие для положи- 

тельных 5 и & Так как 
si”) $ 

— At) 
oleae le 
5(") = НОД Is, 4, 

то утверждение выполняется при а = AW un = А. < 

Из доказательства этого следствия видно, как целые числааиф 
вычисляются в виде элементов матрицы А. Остальные два эле- 
мента матрицы также имеют свою интерпретацию, для описания 
которой нам понадобится обратная к матрице А“). Напомним, что 

1 7 0 1 

Area Ly ow} 
Отсюда видно, что определитель матрицы А“” равен (—1)”. Обрат- 
ная к А“) матрица равна 

И 

—1 [a AQT" | Ae —ale 
AQ Ag Ap AY 

Следствие 2.6.5. Получаемые в процессе алгоритма Евклида 

матричные элементы А“ и А удовлетворяют равенствам 

$ = (—1)/" А) НОД фз, Ц, 

# —= — (—1)" А) НОД {s, И. 

Доказательство. Используя выписанное выше выражения для 
обратной матрицы и обращая первое равенство из доказательства 
Следствия 2.6.4, получаем 

в 48-48] [+ 
f -AS) Ai? | |0 

Утверждение вытекает отсюда непосредственно. [1
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Используя алгоритм деления, можно вычислить наибольший 
общий делитель двух целых чисел. Например, НОД 1814, 1871 
находится следующим образом: 

[ЯВ В ] RS 
2 8-9 

Из этих вычислений сразу следует, что НОД 1814, 187] равен 11 
и что НОД 1[814, 187] = 33Х 814—13 x 187. 

2.7. Кольца многочленов 

Для каждого поля Ё имеется кольцо Ё [х|, называемое коль- 
цом многочленов на КЁ. Во многих отношениях кольцо многочле- 
нов аналогично кольцу целых чисел. Чтобы сделать эту анало- 
гию очевидной, в изложении данного раздела мы следуем разд. 2.6, 

Многочленом над полем Г называется математическое выра- 
жение 

P(x) = р рами... Е Вх-р = Dobe, 

где символ х называется неопределенной переменной, а коэффи- 
циенты о, ..., /» принадлежат полю. Нулевым многочленом назы- 
вается многочлен }(х) = 0. Степень многочлена обозначается 
4её } (х) и определяется как индекс старшего ненулевого коэффи- 
циента. По определению степень нулевого многочлена полагается 
равной отрицательной бесконечности (—со). Приведенным много- 
членом называется многочлен, старший коэффициент |, которого 
равен 1. Два многочлена равны, если равны все их коэффи- 
циенты };. 

В кольце всех многочленов над заданным полем сложение и 
умножение определяются как обычные сложение и умножение 
многочленов. Такое кольцо многочленов определено для каждого 
поля РГ и обозначается символом Ё [х]. В исследованиях по этому 
кольцу элементы поля Ё иногда называются скалярами. 

Суммой двух многочленов из Р [х] называется другой много- 
член из F [x], определяемый равенством 

со 

— i Г -нв о) = Уф вм. 

где, конечно, члены с индексом, большим наибольшей из степеней 
многочленов | (х) и в (х), равны нулю. Степень суммы не превос- 
ходит наибольшей из этих двух степеней. Произведением двух
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многочленов из РЁ [х] называется многочлен из РЁ [х|, определяе- 

мый равенством 
{ 

f(x) g(x) = > (х fue) xt, 
— 

Степень произведения равна сумме степеней множителей. Если 
Е) =биЕ (x) #0, to f (x)-g (x) #0, Tax Kak deg p (x) paBHo 
отрицательной бесконечности тогда и только тогда, когда р (х) = 0. 

В кольце многочленов вычитание возможно всегда, а деление 
не всегда. Будем писать г (х) |$ (х) и говорить, что многочлен 
5 (х) делится на многочлен г (х), или что многочлен г (х) делит 
5 (х), или что г (х) является делителем многочлена $ (х), если су- 
шествует многочлен а (х), такой что г (х) а (х) = $ (х). Ненулевой 
многочлен р (х), делящийся только на р (х) или на произвольный 
элемент © поля, называется. неприводимым многочленом. Приве- 
денный неприводимый многочлен называется простым много- 
членом. 

Чтобы выяснить, является ли многочлен простым, надо знать 
поле, над которым он рассматривается. Многочлен х — 2 яв- 
ляется простым над полем рациональных чисел, но не над полем 
вещественных чисел, над которым он распадается в произведение 

двух простых многочленов: р (х) = (х* — у?) (2 + у2). Над 
полем комплексных чисел каждый из последних многочленов 
не является простым. 

Если г (х) и делит $ (х), и делится на $ (х), то г (х) = а (x), 
где &х — элемент поля Р. Это доказывается следующим образом. 
Должны существовать многочлены а (х) и В (х), такие что г (х) = 
= 5 (х) а (х) и $ (х) = г (>) Ь (х). Следовательно, г (х) = г (х) х 
Х Ь (х) а (х). Но степень стоящего справа многочлена равна сумме 
степеней многочленов г (х), а (х) иф (х). Так как эта сумма должна 
равняться степени многочлена, стоящего слева, то многочлены 
а (х) и Ь (х) должны иметь степени, равные нулю, т. е. являться 

скалярами. 
Наибольший общий делитель двух многочленов г (х) и $ (х) 

обозначается НОД. [г (х), $ (х)] и определяется как приведенный 
многочлен наибольшей степени, делящий одновременно оба из них. 
Если наибольший общий делитель двух многочленов равен 1, 
то они называются взаимно простыми. 

Наименьшее общее кратное двух многочленов Г (х} и S (x) 
обозначается НОК Ir (x), s (x)] и определяется как приведенный 
многочлен наименьшей степени, делящийся на оба из них. Мы 

Увидим, что наибольший общий делитель и наименьшее общее 

кратное многочленов г (х) и $ (х) определены однозначно. 

В поле вещественных чисел операция дифференцирования вво- 
дится через операцию предельного перехода. Это определение 

Возможно не всегда, так как в некоторых полях отсутствует по-
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| 

нятие произвольно малого числа. В таких полях удобно просто 
ввести операцию над многочленами, результат которой ведет себя 
так, как вела бы производная. Такой многочлен называется 
формальной производной от многочлена. 

Определение 2.7.1. Пусть r(x) = пох" Е гам... 
+ пах - то есть многочлен над полем Р. Формальной производной 
от Г (х) называется многочлен вида 

r! (h) = (tra) x" (п — Па)... п, 
где новые коэффициенты вычисляются в поле Ё как суммы { ко- 
пий элемента г;: 

(irs) =r trite. Hh. 

Легко проверить, что сохраняются многие полезные свойства 
производных, а именно, что 

Ir(x) s(x) =r $6) 4+7r(x)8' (x), 

`И что если а? (х) делит г (х), то а (х) делит г’ (х). 
В кольце многочленов над полем возможно сокращение; если 

c (x) a (x) = c (x) С) ис (х) отличен от нуля, то а (х) = B (x). 
Кроме того, в кольце многочленов имеется слабая форма деления, 
известная под названием деления с остатком или алгоритма 
деления. 

Теорема 2.7.2 (Алгоритм деления для многочленов). Для 
каждого многочлена с (х) и ненулевого многочлена а (х) существует 
единственная пара многочленов @ (х) (частное) и $ (х) (остаток), 
таких что 

o (x) = Q(x) d(x) + 8 (x) 
u deg s(x) < deg d (x). 

Доказательство. Частное и остаток находятся по элементар- 
ному правилу деления многочленов. Они единственны, так как 
если 

c (x) = Q (x) d (x) + я @ = Q (x) d (x) + % (>), 

d (x) [Q, (x) — Q ФТ = & (х) — & (x). 

В правой части равенства стоит ненулевой многочлен, степень 

которого меньше 4ер 4 (х), а в левой — ненулевой многочлен, 
степень которого не меныше (ес 4 (х). Следовательно, оба много- 
члена равны нулю, и представление единственно. [] 

TO 

Практически вычисление частного и остатка выполняется 
с помощью простого правила деления «уголком». Частное иногда 
обозначается 

о - [28|
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of 

Обычно мы будем больше интересоваться остатком, чем частным. 

Остаток часто записывается в виде 

5 (х) = Кам [с (х) |, 

$ (х) = e(x) (mod d (х)). 

Можно записать также сравнение 

s(x) =c(x) (mod d (x)), 

которое обозначает, что многочлены $ (х) и с(х) имеют один и 
тот же остаток при делении на 4 (х). Чтобы найти Raz) [с (х)1, 

казалось бы, надо выполнить деление. Однако имеется несколько 
приемов, позволяющих сократить и упростить необходимую для 
этого работу. Прежде всего заметим, что 

Юа(х) [с (х)] — Юа(х) [с (х) +a (x) d (x) |. 

Не изменяя остатка, к с (х) можно прибавить любое кратное много- 
члена 4 (х). Следовательно, не изменяя остатка, можно исключить 
старший коэффициент многочлена с (х), прибавляя соответству- 
ющее кратное многочлева 4 (х). Используя этот метод при при- 
ведении многочлена c (x) по модулю приведенного многочлена 

п—1 

d(x) =x"+ » d;xt, 

для упрощения можно член х” заменить многочленом — > eo dx? 
всюду, где это удобно. Такой прием упрощает вычисление остатка 
путем деления многочленов «уголком». 

Другой способ упрощения задачи вычисления остатка от деле- 
ния дается следующей теоремой. 

  

ИЛИ 

Теорема 2.7.3. Если многочлен 4 (х) кратен многочлену 8 (х), 

Racxy (2 (X)] = Rg (x) [Ra vy а ФП 
для любого а (х). 

то 

Доказательство. Пусть 4 (х) = в (х) № (х) для некоторого В (x). 
Раскрывая правую часть, получаем 

a (x) = Q (x) d (x) + Racy [2 (4) = 
= Q1 (x) A (x) & (x) - 92 (4) BX) + Reis [Race [2 OI, 

где степень остатка меньше 4ех р (х). Раскрывая левую часть, 
имеем 

a (x) = Q(x) g(*) + Rex) la (x)], 
и, согласно алгоритму деления, такая запись однозначна при 
степени остатка, меньшей deg g (x). TeopemMa вытекает из отожде- 
ствления подобных членов в обоих выражениях. [1 

В качестве примера использования теоремы 2.7.3 разделим



66 Гл. 2. Введение в абстрактную алгебру 
  

хх + 1 на м + № + х* + х- 1. Деление «уголком» было бы 
утомительно, но если вспомнить, что (х — Пизе 
Ех + 1 = х? —1, то можно сначала разделить на х— 1, 
а затем на x* -{ хз | х? + х-+ 1. Torna 

Reale? +x + 1l=x2+4+x«%4+ 1, 
и теперь деление на х^ -| хз + х? + х+ 1 тривиально, так что 

Кии [Их Пе -х-1. 
Другое удобное правило дается следующей теоремой. 

Теорема 2.7.4. 

(i) Ra xy [a (x) + 6 (XD) = Ra cxy [2 (x)] 4+ Ra (xy [6 (Хх). 
(11) Ra cx) [a (x)-8 (x)] = Ra oxy {Ra cx) [2 (4) Ra (x [6 (x). 

Доказательство. Применяя алгоритм деления к обеим частям 
первого равенства, запишем 

a (x )+ b (x) = Q (x) d (x) + Racy la (x) + 6 ()] 
и 

a (x) +b (x) = Q' (x) d (x) + Ra cay [a (ХТ 
+ Q" (x) d (x) + Ra cx) [8 (x)I.- 

Часть (1) вытекает из однозначности алгоритма деления. Часть (1) 
доказывается аналогичным образом. CT] 

Подобно тому как часто бывает полезным представление целых 
чисел в виде произведения простых сомножителей, часто бывает 
полезным представление многочленов в виде произведения непри- 
водимых многочленов. Чтобы сделать разложение целых чисел 
на простые множители однозначным, приходится ограничить рас- 
смотрение только положительными простыми числами. Анало- 
гично, для однозначности разложения многочленов приходится 
условиться, что используемые в качестве простых делителей 
многочлены являются приведенными многочленами. 

Теорема 2.7.5 (теорема об однозначном разложении). Много“ 
член над некоторым полем однозначно разлагается в произведение 
элемента поля и простых над данным полем многочленов, причем 
степень каждого из них равна по меньшей мере 1. 

Доказательство. Ясно, что входящим в произведение элемен- 
том поля является коэффициент р», где п — степень разлагаемого 
многочлена р (х). Этим элементом можно пренебречь и доказы- 
вать теорему для приведенных многочленов, 

Предположим, что теорема не верна и пусть р (х) — приве- 
денный многочлен наименьшей степени, для которого она не верна.
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Тогда имеются Два разложения, 

р (х) = а, (x) а, (х) ... & (x) = by (x) by (x) ... 5; (x), 

где а» (х) и Ь; (х) — простые многочлены. 
Все многочлены а» (х) должны отличаться от всех многочле- 

нов 6; (Х), так как в противном случае можно было бы сократить 
общие члены и получить многочлен меньшей степени, который 
можно разложить двумя разными способами. 

Без потери общности предположим, что степень многочлена 
b, (x) не больше степени многочлена а, (х). Тогда 

a, (x) = by (x) Q (*) + $ ©), 

re deg s(x) < deg by (x) < deg a, (x). Hanee, 
$ (х) а» (х). . ав (х) = В, (х) [6» (х)...6; (х) — @ (>) а» (х). . .аь (х)]. 

Разложим многочлен $ (х) и стоящий в квадратных скобках много- 
член на простые множители, разделив, если надо, на соответ- 
ствующий элемент поля так, чтобы все множители были приве- 
денными. Поскольку 6, (х) не содержится в левой части, мы полу- 
чили два различных разложения приведенного многочлена, сте- 
пень которого меньше степени многочлена р (х). Это противоречие 
доказывает теорему. Г] 

В силу теоремы об однозначном разложении теперь ясно, что 
HOJL Is (x), ¢ (x)] w HOK [5$ (х), Ех)Т являются единственными 
для любых двух многочленов $ (х) и 1(х), так как наибольший 
общий делитель равен произведению всех общих для $ (х) и ft (x) 
простых делителей, причем каждый делитель входнт в наимень- 
шей из степеней, в которой он входит в$ (х) ив 1 (х), а наименьшее 
общее кратное равно произведению всех простых делителей, вхо- 
дящих либо в $ (х), либо в Ё(х), причем каждый делитель входит 
в наибольшей степени, в которых он входит в $5 (х) или в Ё(х). 

Из алгоритма деления для многочленов вытекает важное след- 
ствие, известное под названием алгоритма Евклида для много- 
членов. Для заданных двух многочленов $ (х) и #(х) их наиболь- 
ший общий делитель может быть вычислен с помощью итератив- 
ного применения алгоритма деления. Без потери общности можно 
полагать, что deg s (x) > deg ¢ (x); алгоритм состоит из последо- 
Вательности шагов 

s(x) = QU Е (2), 
£ (x) = QO (x) £0 (x) (>), 

20) (4) = QO (x) £2 (x) + 1 (x), 

{2 (x) = QE (x) HY (x) + £ (9, 
1D (x) = QUT (x) £9 (2), 
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где остановка процесса наступает при получении нулевого остатка. 
Носледний ненулевой остаток #Ё”) (х) равен наибольшему общему 
делителю. Доказательство этого факта дается следующей теоремой. 

Теорема 2.7.6 (Алгоритм Евклида для многочленов). Для двух 
заданных многочленов $ (х) и t(x) c degs (x) > deg 2 (х) пусть 
sO (x) = s(x) u tO (x) = Е(х). Решение рекуррентных уравнений 

Qt) (x) = | 5(7—1) (х) | 

#171 (х) 

[ео aoe] Line 
apu r= 1, ..., nm дается величиной — 

s (x) = a HOJL Is (x), ¢ (x) I, 

где п — наименьшее положительное число, для которого #”) (х) = 
= Фиса-2-0 принадлежит аолю. 

Доказательство. Так как 4её К" (х) < deg ft) (x), To для 
некоторого п обязательно наступит событие #” (х) = 0, так что 
алгоритм будет завершен. Легко проверить, что 

[а то | 
Следовательно, 

А оо 
так что многочлен 5$(” (х) должен делить оба многочлена $ (х) 
и #(х) и, следовательно, НОД. [5 (х), #(х)|. Далее, 

По ео [| 
так что любой делитель обоих многочленов $ (х) и #(х) должен 
делить и многочлен $“”) (х). Таким образом, НОД [5 (х), Е (х)1 
делит 5 (х) и делится на 5” (х), и, следовательно, 

5") (х) = а НОД. [$ (х), ЕС) 1, 

где © — ненулевой элемент поля. Это завершает доказательство 

теоремы. [7] 
Снова, как и в случае с кольцом целых чисел, получаем два 

важных следствия. Определим матрицу, многочленов 

vow =n? ! J-[? 1 Jar» (0, 
11 QE) (x) 1 —Q® (x)
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rae Al (x) есть единичная матрица. Тогда мы имеем следующий 
результат. 

Следствие 2.7.7. Для любых двух многочленов $ (х) и Ё(х) над 
полем Е существуют два других многочлена а (х) и Ь (х) над тем же 

полем, такие что 

НОД. [5 (х), #(х)1 = а (х) $ ©) +В (>) EX). 

Доказательство. Так как 

s@) (x) , $ (х) 

ro =a ol ray | 
u “s(™ (x) = a HOJL Is (x), ¢ (x) 1], то утверждение следствия вы- 

полняется при a (x) = a Al? (x) wb (x) = a Al? (x). O 

Многочлены а ({х) и 5 (х) получаются из элементов матрицы 
A (x) делением Ha ©. Два других элемента матрицы А (х) 

также имеют прямую интерпретацию, для описания которой нам 

надо вычислить обратную к матрице А“) (х). Напомним, что 

‚ГО 1 
Afr) (x) — п 1 —Qu) (x) . 

Отсюда видно, что определитель матрицы А“”(х) равен (—1)’, 

а обратная матрица дается равенством 

AND (x) Al (x) AD (x) —Alt (x) 
(r) (r) =(-ly (r) (r) 

Asy (x) Adz (x) — Аза (х) Ajj’ (x) 

Следствие 2.7.8. Вычисляемые в процессе алгоритма Евклида 

элементы А” (х) и АЗ? (х) удовлетворяют равенствам 

$ (х) = (—1)" А) (х) а НОД [5 (х), # (х)}, 

# (х) = — (—1)" А‘ (х) а НОД [з (х), 1х1. 

Доказательство. Обратим первое равенство в доказательстве 

следствия 9.7.7, используя выведенную формулу для [А“” (х) Г": 

Palen age явы [о 
Отсюда утверждение следствия очевидно. П
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В качестве примера использования алгоритма Евклида для 
многочленов вычислим НОД [5 (х), #(х)| при $ (х) = “—1и 
t (x) = 3 + 2х? + 2х + 1. Имеем 

s™(x)] JO 1 о 1 о 3} S(x)} 
0 [1 —x ~— $]]1 ~tx—- 4 1 —x + 2| |t(x) 

x?’ - 1 

[2
 

wi
t 

|
=
 

х+ 3 ж + 2х +2х+1 

=| + о. 

о 
Таким образом, НОД [2 — 1, x2 + 2% {+ 2x + 1] =х+1. 
Кроме того, 

2 | 2 2 
Хх 1 = (—4+«-—-)s (x) + (2 —х +3) #0), 

как обещано следствием 2.7.7. 

Можно вычислить значение многочлена р (х) над полем ЕЁ 
в любом элементе р этого поля. Для этого надо вместо неопреде- 
ленной переменной х подставить соответствующий элемент В и 
найти элемент р (В) этого поля. Можно также вычислить значение 
многочлена в элементе из любого большего поля, содержащего 
поле Ё. Для этого надо вместо неопределенной переменной х 
подставить значение элемента из расширения поля. Если Е — 
поле вещественных чисел, то вычисление многочлена в расшире- 
нии поля является знакомой операцией. Многочлены с веществен- 
ными коэффициентами часто приходится вычислять в поле ком- 
плексных чисел. 

Элемент В поля называется корнем многочлена р (х), если 
р (В) = 0. Корни многочлена не обязательно лежат в его соб- 
ственном поле. Многочлен р (х) = х? + | не имеет корней в поле 
вещественных чисел. 

Теорема 2.7.9. Элемент В поля является корнем ненулевого 
многочлена р (х) тогда и только тогда, когда (x — В) является 
делителем многочлена р (х). Более того, если степень ‚многочлена 
равна п, то многочлен имеет в поле не более п корней. 

Доказательство. Согласно алгоритму деления, 

p (x) = (x — B) Q (x) + $ (5), 
где степень многочлена $ (х) меньше единицы, так что $ (х) яв- 
ляется элементом поля, $. Следовательно, 

0 = p (B) = (B — B) Q(B) + S,
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так что $ (х) = 5 = 0. Наоборот, если (х — В) делит р (х), то 

p (x) = (« — B) Q (x) 

a p(B) = (6B — B) Q(B) = 0, tax что В является корнем много- 
члена р (х). 

Теперь разложим многочлен в произведение скаляра и про- 

стых многочленов. Степень многочлена р (х) равна сумме степеней 
простых делителей, и один такой простой делитель имеется для 

каждого корня. Следовательно, число корней не может превос- 

ходить М. [] 

  

Теорема 2.7.10 (Интерполяция Лагранжа). Пусть fo, ..., 
В» — множество из п + 1 различных точек, и пусть р (Вь) за- 
даны для всех Ё = 0, 1, ..., п. Тогда найдется в точности один 

многочлен р (х) степени п или меньше, принимающий значения 

р (В») для всех & = 0, ..., п. Этот многочлен дается равенством 

п 

Ll («— 6) 
{+i p (x) = YG) 
Tl (Bi — By) 

#—0 ji 

Доказательство. Непосредственной подстановкой В» вместо х 
можно убедиться, что многочлен р (х) принимает в этих точках 
указанные значения. Однозначность представления следует из 

того, что если р’(х) и р” (х) — два таких многочлена, то много- 

член Р (х) = р’ (х) — р” (х) имеет степень, не превосходящую п, 
Ho n+ 1 корней В, при Е = 0, ..., п. Следовательно, Р (х) 

является нулевым многочленом. [1 

2.8. Китайские теоремы 0б остатках 

Любое неотрицательное целое число, не превосходящее произ- 
ведения модулей, можно однозначно восстановить, если известны 
его вычеты по этим модулям. Этот результат был известен еще 

в древнем Китае и носит название китайской теоремы об остатках. 

Формулировка китайской теоремы об остатках приведена на 
рис. 2.2. Мы будем доказывать ее в два этапа. Сначала будет 
доказана единственность решения, а затем (построением процедуры 
отыскания решения) его существование, 

Прежде чем строить формальную теорйю, приведем простой 
пример. Выберем в качестве модулей ть = 3, пи = 4um = 5 
И положим М = тоиит, = 60. Для заданного числа с, лежащего 
в интервале 0 «с < 60, обозначим с; = В», [с1. Китайская 

теорема утверждает, что между шестьюдесятью такими числами с 

И шестьюдесятью векторами (с%, си, с2) соответствующих вычетов
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Прямые уравнения 

с. = Вт. [©] 1=0, ..., Е 
z 

где т; взаимно просты 

Обратные уравнения 

Е 

с= У с:№М:М; (mod М) 
i=—0 

k 

где М = []т; М; = М/т; 
1—0 

и М; являются решениями уравнений 

ММ; - nym; = |       
Рис. 22. Китайская теорема об остатках. 

существует взаимно однозначное соответствие. Предположим, что 
с. = 2, < = 1 ис, = 2. Тогда эти условия приводят к следующим 
возможностям: 

сЕ {2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, ...}, 

c€ {1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, ...}, 

c€ {2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37, ...}. 

Единственным решением служит с = 17. Позже будет дан про- 
стой алгоритм вычисления числа с по его вычетам. 

В рассмотренном примере число однозначно было восстанов- 
лено по его вычетам. В следующей теореме доказывается, что это 
имеет место в общем случае. 

Теорема 2.8.1. Для заданного множества целых положитель- 

ных попарно взаимно простых чисел ть, Пи, .... ть и множества 
неотрицательных целых чисел Co, Си, ..., Ск При с: < т; система 

Cc; =c (modm,;), #=0, ..., Е, 
k 

имеет не более одного решения в интервале O<c < [| m,. 
i=1 

Доказательство. Предположим, что с и С’ являются двумя 
лежащими в рассматриваемом интервале решениями. Тогда 

с = От; о ис = Чи а 

и, следовательно, с — с’ кратно т; для каждого $, а так как т; 
k 

попарно взаимно просты, то с — с кратно | [ тг. Но число с — с’ 
i=0
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А к 
лежит между -(п т; — 1] и | [1:. Единственным положитель- 

#0 i==0 
ным числом, удовлетворяющим этим условиям, является с — с’ = 
— 0. Следовательно, с = с’. П 

Имеется простой путь построения решения системы сравнений 

из теоремы 2.8.1, основанный на следствии из алгоритма Евклида. 

Согласно этому следствию, в кольце целых чисел для каждого $ и {1 

найдутся такие а и 6, что 

НОД {5, НЙ = а + Bt. 

Для заданного множества попарно взаимно простых положитель- 

ных чисел пу, Ма, .... ть, используемых в качестве модулей, 
Е 

положим М = [[m, u M; = M/m;. Torna HOD (Mi, mi = 1, 
1—0 

и, следовательно, существуют такие целые М; и пь что 

М; М; пит; = 1, ‚—=0,..., К. 

Теперь можно доказать следующую теорему. 
Е 

Теорема 2.8.2. Пусть М = | [м*; — произведение попарно вза- 
- i=0 

имно простых положительных чисел, пусть М; = М/т; и пусть 

для каждого { М; удовлетворяют равенствам ММ; + пит; = 1. 

Тогда единственным решением системы сравнений 

с; = c(modm,), [= 0, ..., В, 

является 
Е 

с = У) < М, М; (под М). 
1—0 

Доказательство. Поскольку мы уже знаем, что решение рас- 

сматриваемой системы сравнений единственно, надо только до- 

казать, что выписанное выше с действительно является решением. 

Но для такого с 
k 

c= У С.М, М, — с: М, М; (mod т;), 

r=0 

ибо т; делит М, при г = #. Наконец, так как NM, + nim; = 1, 

то М;,М; = 1 (шо4т)) и с = с: (то4 т:), что и завершает дока- 

зательство. [П 

Чтобы проиллюстрировать теорему 2.8.2, продолжим преды- 

дущий пример. Заметим, что М = 60, Mo = 20, М, = 15 и 

М. = 19. Далее, как можно вычислить по алгоритму Евклида 

или. просто проверить, 1 = (—1) Мо + 7ть, 1 = (—1) My + 40,
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Прямые уравнения 

с(Й (х) = В gy, Е @ЬЕ=О, ..., #, 
то (х) 

где т (х) взаимно просты 

Обратные уравнения 

k 

e(xy= Yc <) М (+) М (х) (mod M (x) 
i=0 

k 

где М (х) = TI m (x), MO oy = M (x)/m™ (x) 
t=0 

nu N‘) (x) spamtotca pemennamn ypasHennit 

| NO) ox) MO} (x) + nl (x) m™ (x) = 1     
  

Рис. 2.3. Китайская теорема об остатках для многочленов. 

1 = (—2) М,  5т.. Следовательно, М№,Мь = —20, М.М; = —15, 

с = —20% — 15, — 24c, (mod 60). 

В частности, при © =2, q = 1 u © = имеем с = —103 
(mod 60) = 17, что мы видели и раньше. 

Китайская террема об остатках является основой представле- 
ния целых чисел, в котором просто выполняется операция умно- 
жения. Допустим, что надо выполнить умножение с = аб. Пусть 
a = Ry, lal, 6; = Rm, Ти с: = Юм; [<] для каждого i = 

= 0, ..., Ё. Тогда с; = а;6; (то4 т;), и это умножение вычислить 
легче, так как а; и В; являются малыми целыми числами. Анало- 
гично, при сложении с = а -{ В имеем с; = а; - 0D; (mod m;) Aaa 
всех { = 0, ..., №. В обоих случаях для получения окончатель- 
ного ответа с должно быть восстановлено по вычетам в соответ- 
ствии с китайской теоремой об остатках. 

Переход к системе вычетов позволяет разбить большие целые 
числа на маленькие кусочки, которые легко складывать, вычи- 
тать и умножать. Если вычисления состоят только из этих опе- 
раций, то такое представление является альтернативной арифме- 
тической системой. Если вычисления достаточно просты, то пере- 
ход от естественной записи целых чисел к записи через систему 
остатков и обратное восстановление ответа в целочисленном виде 
могут свести на нет все возможные преимущества при вычисле- 
ниях. Если, однако, объем вычислений достаточно велик, то 
такой переход может оказаться выгодным. Это происходит по- 
тому, что при вычислениях все промежуточные результаты можно 
сохранять в виде системы остатков, выполняя обратный переход 
к целочисленному виду только при окончательном ответе.
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В кольце многочленов над некоторым полем также имеется 

китайская теорема об остатках, формулировка которой приве- 
дена на рис. 2.3 и которая доказывается по той же схеме, что 
и для целых чисел. 

  

Теорема 2.8.3. Для заданного множества попарно взаимно про- 
стых многочленов т‘) (х), т? (х), ..., т@®) (х) и множества много- 
членов с“) (х), с‘ (х), ..., с) (х), таких что deg c (x) < 
< deg m™ (x) система уравнений 

cl) (x) = c (x) (mod m (x)), i=0,..., k, 

имеет не более одного решения с (х), удовлетворяющего условию 
k 

deg c (x) < )} deg m) (x). 
i=0 

Доказательство. По существу доказательство совпадает с до- 
казательством теоремы 2.8.1. Предположим, что имеются два 
решения, а именно 

€ (2) = QH (x) mM (x) (9) 
of (x) = QO (x) mO (x) + el (x, 

так что разность с (х) — с’(х) кратна многочлену т) (х} для 
каждого {. Тогда многочлен с (х) — с’ (х) кратен и многочлену 

k 

И 

[| m® (х), причем 
0 

Е 
дея [с (х) — с’ (х)] < deg ( П те) 00 . 

i=0 

Следовательно, с (х) — с’(х) = 0, и доказательство закончено. [1 
Система сравнений может быть решена так же, как и в случае 

кольца целых чисел. В кольце многочленов над некоторым полем 
для любых заданных $ (х) и #(х) существуют многочлены а (х) 
и 6 (х), удовлетворяющие условию 

НОД. [5 (х), &(х) |) = а (х) s (x) + Bb (x) Ee). 
k 

Пусть М (х) = [Lm (xX) и М® (х) = M (x)/m: (x); Torna 
r=0 

НОД [М(2 (х), т (х)1 = 1. Пусть № (х) и п (х) удовлетво- 
ряют равенству 

№) (х) М® (х) - п® (x) mM (x) = 1. 
р 

Теорема 2.8.4. Пусть М (х) = [| m™ (х) — произведение по- 
‚ r=0 

парно взаимно простых многочленов; пусть М“ (х) = М (х)/т@ (х) 
и для всех Е многочлены М (х) удовлетворяют условиям
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№“) (х) М® (x) + n™ (x) m™ (x) = 1. Система сравнений 

с) (х) = с(х) (modm(x)), i=0, ..., R, 

имеет единственное решение, даваемое многочленом 

А 
с (х) = 2 cl) (x) NO (x) MO (x) (тоаМ (х)). 

Доказательство. Нам нужно только доказать, что многочлен 
с (х) удовлетворяет каждому сравнению данной системы. Но 

с (х} = с (x) NO (x) MM (x) (mod m™ (x), 

так как т() (х) является делителем многочлена М“? (х), если 
г = 1. Наконец, так как № (х) М® (x) | п@) (х) т@ (х) = 1, 
то №“) (х) М(® (х) = 1 (то т (х)) и с (х) = с (x) (mod m® (x)), 
что и завершает доказательство теоремы. Г] 

Задачи 

2.1. а. Показать, что существует только одна группа с тремя элементами. По- 
строить ее и показать, что она абелева. 
6. Показать, что существуют только две группы с четырьмя элементами. 
Построить их и показать, что они обе абелевы. Показать, что одна из двух 
групп с четырьмя элементами не содержит элементов порядка четыре. 
Эта группа называется четверной группой Клейна. 

2.2. Пусть групповая операция на группах из задачи 2.1 называется сложе- 
нием. 
а. Определить умножение на трехэлементной группе так, чтобы она стала 
кольцом. Является ли такое определение единственным? 
6. Для каждой из четырехэлементных групп определить умножение так, 
чтобы превратить их в кольца. Является ли каждое определение един- 
ственным? 

2.3. Какое из трех построенных в задаче 2 2 колец является полем? Можно ли 
задать другое умножение так, чтобы получить поле? 

2.4. Доказать, что в Циклической группе с д элементами выполняются равенства 

al = a yy (ak) = ht, 
2.5. а. Показать, что {о Х #3 изоморфно И. 

6. Показать, что о Х Ёа не изоморфно в. 
2.6. Привести пример кольца без единицы. 
2.7. Отталкиваясь от пары ({9;} <> {У»} преобразования Фурье, доказать сле- 

дующие стандартные свойства дискретного преобразования Фурье: 
а. Линейность: {29 + bu;\ < {aV, -- bV,}. 

, k 6. Свойство сдвига: {9 (1) < {о У, } - 

в. Модуляционное свойство: [®‘0у} «> {У це 

2.8. Показать, что преобразование Фурье вектора даниых vj = wo, re r— 
целое число, содержит единственную ненулевую спектральную компоненту. 
Какова эта компонента, если г = 0? Показать, что все спектральные ком- 
поненты вектора, имеющего только одну ненулевую компоненту, не равны 
нулю. 

2.9. Доказать, что если А — теплицева матрица, а 4 — обменная матрица 

той же размерности, то АГ = 3А}. 
2.10. а. Найти НОД [1573,308], используя алгоритм Евклида.
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6. Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству 

HO, [1573,308] = A- 1573 + В.308. 

5.11. Рассмотрим множество $ = {0, 1,2, 3}, на котором заданы операции 

  

  

+ отг2з +]01 23 
ofo0123 ofo0000 
1/1230 1/01 23 
2| 2301 20231 
343012 34031 2 

Является ли это множество полем? 

2.12. Доказать, что комплекснозначное дискретное преобразование Фурье 
удовлетворяет условию симметрии 

У, = Ув, & —0, ‚..у n—l, 

тогда и Только тогда, когда преобразуемая последовательность данных 

является вещественной. 

2.13. Пусть С — произвольная группа (не обязательно конечная). Условимся 

называть групповую операцию умножением и единичный Элемент едини- 

цей. Пусть & — произвольный элемент группы и — наименьшее положи- 

тельное число, если оно существует, такое что g” — 1, где под 5” понимается 

v-KpaTHoe произведение & * В * ... # В. Доказать, что подмножество 

{g, 67, wees gv gv} образует в С подгруппу. Доказать, что эта подгруппа 

является абелевой даже тогда, когда С неабелева группа. 

2.14. Доказать, что множество вещественных чисел вида {а + b V 2}, где a 

и Ь — рациональные числа, образует поле относительно обычных операций 

сложения и умножения. 
2.15. Кольцо кватернионов состоит из всех выражений внда 

A= A + ai + Aj + ask, 

Pe Ap, G1, Ag H Gg — вещественные числа, а {, [и к — неопределенные 

переменные. Сложение и умножение определяются нравилами 

а-- Ь = (а - bo) + (а by) it (dg -+ be) j + (a3 + bs) k, 

ab = (Ab) — Ayby — Agbe — agb3) + 

+ (Gybo + Goby — Agbz 1 Agbs) i + 

++ (aby “+ agby + Gob, — aybs) f+ 

+ (Ggby — Goby + aybe-+ Mobs) Е. 

Доказать, что кольцо кватериионов действительно образует кольцо, ио 

не поле. Какое из свойств поля в этом кольце не выполняется? 

2.16. Доказать теорему 2.2 5. 
2.17. Поле из трех элементов СЁ (3) задано арифметическими таблицами 
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Вычислить определитель следующей матрицы и показать, что раиг ее равен 
трем: 

212 

М= 1 Е2|. 

101 

2.18. (ДПФ переставленной последовательности). Рассмотрим дискретное пре- 
образование Фурье 

п 1 

Ук = У о, Е = 0, +29 n—l, 

i=0 

и предположим, что а взаимно просто с п. Пусть перестановка компонент 
вектора У задается равенством 9; = 9 ((аё))- Доказать, что 

n—| 
ik,’ 

У = Хо, 
1—1 

является перестановкой компонент вектора У, задаваемой равенством 

У, = И (cory) для некоторого целого 6, взаимно простого с п. 

2.19. Год содержит самое большое 366 дией. Предположим, что все месяцы за 
исключением последнего содержат по 31 дню. 
а. Можно ли однозначно определить порядковый иомер дия в году по задаи- 
ным его иомерам в месяце и иеделе? 
б. Предположим далее, что месяц содержит 31 день, а неделя — 12 дией. 
Можно ли теперь одиозначно определить порядковый номер дня в году 
по заданным его номерам в месяце и неделе? 
в. Используя 31-дневный месяц и 12-дневную неделю, выписать формулу 

для вычислеиия порядкового номера дия в году через его номера в месяце 
и неделе. 
г. Сделать несколько числовых примеров. 

2.20. Сколько векторов содержится в векторном простраистве СЁ” (2)? 
2.21. Правильно ли утверждение о том, что если х, у и 2 линейно независимы 

над СР (4), то также линейно иезависимы векторы х -{ у, у 2и2-|- х? 
2.22. Доказать, что если $ и Т — два двумерных различных подпространства 

трехмерного пространства, то их пересечение образует одномериое под- 
пространство. 

2.23. Пусть $ — произвольное конечное множество. Пусть С — множество 
всех подмножеств множества 5. Для двух множеств А и В через А |) В 
обозначим миожество всех элементов, которые прииадлежат хотя бы одному 
из множеств А или В; через А [| В — множество всех элементов, которые 

принадлежат одновременно и А, и В; через А — В — множество элемен- 
тов, принадлежащих А, но не принадлежащих В. 
а. Показать, что множество С с операцией объединения (_) множеств в ка- 
честве групповой операции * не является группой. 
6. Операция симметрической разности миожеств ДА определяется равен- 
CTBOM 

AAB=(A—B)U (B—A). 

Показать, что множество С с симметрической разностью в качестве груп- 
повой операции образует группу Является ли она абелевой? 
в. Показать, что множество С с операциями Д*и [| образует кольцо. Яв- 
ляется ли это кольцо коммутативным? Содержит ли это кольцо единицу?
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Замечания 

В этой главе рассматривался обычный материал современной алгебры. 
Можно указать много учебников, в которых этот материал излагается более 
детально. В качестве легко усваиваемого вводного курса, по уровню достаточного 
для данной книги, мы рекомендуем книгу Биркгофа и Маклейна [1] (1941). 
Монография Ваи дер Вардена [2] (1949, 1953) представляет собой курс более 
высокого уровня, адресованный в основном математикам и углубленно изла- 
гающий многие вопросы. Материал по линейной алгебре и теории матриц можно 
найти также и в учебниках, специально посвященных этим разделам алгебры. 
Особенно подходящей представляется книга Тралля и Торнгейма [3] (1957), 
так как в отличие от миогих других книг в ней не предполагается, что рассма- 
триваемое поле является полем веществеиных или комплексных чисел *). В книге 
Полларда [7] в явном виде изложено понятие преобразования Фурье в произ- 
вольном поле. 

Поля Галуа названы в честь Эвариста Галуа (1811—1832). Абелевы группы 
названы в честь Нильса Хенрика Абеля (1802—1829). 

  

1) Не требующее предварительной подготовки хорошее изложение начал 
линейной алгебры и теории матриц можно найти также в книге: Головина Л. И. 
Линейная алгебра и некоторые ее приложения. — 4-е изд. — М.: Наука, 1985. 
Более углубленное изложение содержится в следующих книгах: Курош А. Г. 
Курс высшей алгебры. — 11-е изд. — М.: Наука, 1975; Мальцев А. И. Основы 
линейной алгебры. — 4-е изд. — М.: Наука, 1975. — Прим. перев.



Глава 3 

БЫСТРЫЕ АЛГОРИТМЫ 

КОРОТКИХ СВЕРТОК 
  

Наилучший известный способ эффективного вычисления свер- 
ток состоит в использовании теоремы о свертке и быстрого алго- 
ритма преобразования Фурье. Этот способ обычно бывает доста- 
точно удобен и часто работает с удовлетворительной скоростью, 
хотя существуют и лучшие методы. Однако в тех приложениях, 
в которых стоит заботиться о дальнейшем снижении вычисли- 
тельных затрат, целесообразен переход к другим методам. В слу- 
чае когда длина свертки мала, лучшими с точки зрения числа 
умножений и сложений являются алгоритмы Винограда вычисле- 
ния свертки. Описание алгоритмов Винограда занимает OCHOB- 
ную часть данной главы. В следующих главах будет показано, 
как можно, соединяя вместе эти малые алгоритмы, строить алго- 
ритмы для длинных сверток. При таком подходе алгоритмы для 
длинных сверток окажутся хорошими, только если хороши алго- 
ритмы для коротких. Поэтому поиску алгоритмов коротких 
сверток уделяется большое внимание. 

Детали алгоритмов свертки могут зависеть от конкретного 
поля, над которым вычисляется свертка, но общая идея постро- 
ения таких алгоритмов от поля не зависит. Хотя, конечно, наи 
более важные приложения имеют поля вещественных и комплекс- 
ных чисел, мы описываем методы построения алгоритмов свертки 
применительно к любому представляющему интерес полю. 

3.1. Циклические свертки и линейные свертки 

В компактном виде линейная свертка записывается как произ- 
ведение многочленов 

s (x) = g (x) d (x). 

Коэффициенты $; этого многочлена даются равенствами 

N—1 

$; = У в; ва», = 0, ..., L+N—I, 

k=0 

где deg g (x) = L — 1 un degd (x) = N — 1.
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Прямые способы вычисления произведения многочленов со- 
держат число умножений и сложений, примерно равное произ- 
ведению степеней многочленов, 2/М№; возможны, однако, другие 
способы вычисления такого произведения, содержащие меньшее 
число вычислений. 

Циклическая свертка, 

s (x) = g (x) d(x) (mod x” — 1, 

где deg g (x) = deg d (x) = n— 1, коэффициенты даются равен- 
CTBaMH 

n—I 

Ss = a £(Gi—ky) de> i=0Q0, ...,n— l, 

и двойные скобки обозначают вычисления по модулю п, если 
вычислять ее прямо по выписанным формулам, содержит п? умно- 
жений и п (п — 1) сложений. Циклическую свертку можно также 
вычислять как линейную свертку с последующим приведением 
по модулю х”-1'). Следовательно, эффективные способы вы- 
числения линейной свертки приводят также к эффективным мето- 
дам вычисления циклической свертки. Наоборот, эффективные 
методы вычисления циклической свертки можно легко превратить 
в эффективные методы вычисления линейной свертки. 

Популярным способом вычисления циклической свертки яв- 
ляется использование теоремы о свертке и дискретного преобра- 
зования Фурье. Согласно теореме о свертке в частотной области, 

®к = @Д,, k=O, ..., |, 

так что свертку можно вычислять; выполняя последовательно 
преобразование Фурье, поточечное умножение и обратное пре- 
образование Фурье. Эта процедура иллюстрируется рис. 3.1. 
Средний блок содержит п комплексных умножений, что мало 
по сравнению с п?. Если п имеет много делителей, то описываемое 
в следующей главе быстрое преобразование Фурье может привести 
к существенному уменьшению числа вычислений в первом и 
третьем блоках, сведя их к величинам, также малым по сравне- 
нию с 17. 

Приведенная на рис. 3.1 процедура вычисления циклической 
свертки относится к комплексному случаю. Поэтому естественно 
ожидать, что в случае вещественных последовательностей этот 
алгоритм сильнее, чем требуется, и его эффективность может быть 
повышена. Некоторая модификация позволяет почти тем же самым 
алгоритмом вычислять одновременно две вещественные свертки. 
etree 

1) При № = Г. линейную (Ё xX М)-свертку часто называют М№-точечной 
С 7) v п линейной сверткой, а циклическую свертку по модулю х — 1 часто называют 

п-точечной циклической сверткой. — Прим. перев.
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Вход 

Вычислить 

п—1 

Рь = у о" а; k= 0, .... п — 1 

i=0 

n—l . 

G, = у о k= 0, ., 2— 1 

i=0 

| _ 
Вычислить 

Sp = GED, k=0,...,2—1 

} _ 
Вычислить 

п 1 

$: = + > os i= 0, ...,2n— 1 

k=—0 

Выход 

Рис. 3.1. Вычисление циклической свертки с помощью преобразования Фурье. 

Вещественное преобразование Фурье обладает свойством симме- 
трии (см. задачу 2.12) 

Ук = Иль, Е = 0, .... п |. 

Предположим, что 4 и 9” -+ вещественные векторы длины п 
и пусть компоненты комплексного вектора Я длины п задаются 
правилом 

d; = d; + jdi, Г = 0, ..., М — |. 

Тогда его дискретное преобразование Фурье удовлетворяет равен- 
ствам 

Dy = РЕ М, 
D*__ = Di М», — 0, .... п {[. 

Следовательно, 

Di = (Dn + Р-н} 
` k=0, ...,a—l. 

D, = = [Рь — Ви |, 

Эти формулы позволяют вычислить преобразование Фурье двух 
вещественных последовательностей, выполняя одно дискретное 
преобразование Фурье и некоторые дополнительные сложения-
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и 

Вход 

Вычислить 

п-1 

Dy = J) w"(dj + jd’) К=0,. .,n-1 
s=0 

п-| . 

Ск = Ут (в; + je) k=0, yr -t 
1=0 

  

! 
  

Вычислить 

5; = + IG, + G*_, ID, + 2% _‹ 

—} 
5 = 4 I>, — 6%, [р — Бак 

S, = 5: + Лк k=0,...,n-1     

  

Вычислить 

п-1 

я д "$, 150 n-1 
n k=0 

s/= Ве [$] 

sf= Im [$:]     
  

Выход 

Рис. 3.2. Вычисление двух вещественных циклических сверток с помощью пре- 
Образования Фурье. 

Описанную идею можно применять и в обратном порядке, 
начиная с двух комплексных преобразований двух вещественных 
последовательностей. Для заданных комплексных преобразова- 
ний О’и 0” пусть 

Рье= БЕРИ kR=0, ..., n—I, 

где в общем случае и Де и Дь являются комплексными числами. 
Тогда обратное преобразование Фурье приводит к равенствам 

d; = d: + jd:, i—0O, ..., n—l, 

ИЗ которых обе вещественные последовательности вычисляются 

немедленно.
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Используя описанную идею, процедуру на рис. 3.1 можно 
заменить более эффективной процедурой одновременного вычисле- 
ния двух вещественных сверток, представленной на рис. 3.2. 

3.2. Алгоритм Кука— Тоома 

Алгоритм Кука — Тоома является алгоритмом вычисления 
линейной свертки, который был разработан как метод умножения 
двух многочленов. Запишем линейную свертку в виде произведе- 
ния двух многочленов 

s (x) = g (x) d (x), 
где deg d (x) = № — 1 и deg g (x) = L — 1. Crenent многочлена 
5 (х) равна № | Г — 2, так что этот многочлен однозначно опре- 
деляется своими значениями B N+ Г —1 различных точках. 
Пусть Во, Вл, --., Втам.1 — Множество из L + М — 1 различных 
вещественных чисел. Если нам известны 8(В») для k = 0, ..., 
М + Г — 1, то $ (х) можно вычислить по интерполяционной фор- 
муле Лагранжа. Согласно теореме 2.7.10, многочлен 

nal [1] («— В) 
__ ТУ 

5 (х) ~~ 5 (В:) I] 
>. (Bi — Bj) 
i=0 1 

является единственным многочленом степени п — 1, принима- 
ющим значения 5 (В») при х = Вь для всех Е = 0, ..., п — 1. 
Идея алгоритма Кука — Тоома состоит в том, чтобы сначала 
вычислить величины $ (В,) для Е = 0, ..., п — 1, а затем восполь- 
зоваться интерполяцией Лагранжа. 

Алгоритм Кука — Тоома приведен на рис. 3.3. Умножения 
даются равенствами 

$ (Вь) = «Вы ав»), &=0, ..., LE N—2. 
Всего имеется Г, | N — [| таких равенств, так что здесь мы имеем 
[+ М — | умножений, и, если разумно выбирать точки Вь, то 
полное число умножений будет исчерпываться этими умноже- 
ниями. Имеются еще и другие умножения, а именно те, которые 
входят в вычисление величин 4 (Вь) и © (В»), и те, которые уча- 
ствуют в интерполяционной формуле Лагранжа. Но эти умноже- 
ния представляют собой умножения на малые константы, и мы 
не будем их учитывать при подсчете полного чйсла умножений '), 
хотя полностью их игнорировать нельзя. 

1) На самом деле не учитывать можно только умножения на 0 и +1; HO, 
как правило, за счет некоторых предварительных проделанных раз и навсегда 
вычислений удается свести рассматриваемые константы к трем указанным. — 
Прим. перев.
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Вход 

  

  

  

  

  

      

Вычаслаегть 

d(B,) k = 0, ,L+N-2 

g(B,) К = 0, .,L+N-2 

Beryucnume 

S(B,) = d(B,)8(B,) k=0, . ,L+N-2 

Basgucnume 

L+N-2 I] (x ~ 8) 
$(x) = S(B,) fee 

Я 9 Тв 
Lek 

Выход 

Рис. 3.3. Структура алгоритма Кука—Тоома. 

Простейшим примером является линейная (2х2)-свертка: 

а (х) = ах +4, 8 (х) = вх а и s(x) =d(x) g(x). K ta 
кому вычислению сводится прохождение двух отсчетов данных 
через КИО-фильтр с двумя отводами. Очевидный алгоритм вы- 
полнения такого вычисления содержит четыре умножения и одно 
сложение, но мы построим алгоритм с тремя умножениями, тремя 
сложениями. Может показаться, что эта задача слишком мала 
для каких-либо практических применений. Но на самом деле 
хороший алгоритм решения этой задачи является хорошим бло- 
ком, из которого можно строить тщательно проработанные алго- 
Ритмы. Таким образом, рассматриваемый пример представляет 
собой нечто большее, чем простую иллюстрацию алгоритма 
Кука — Тоома; он важен практически *). 

В качестве первой попытки опишем алгоритм с тремя умно- 
жениями и пятью сложениями, а затем его улучшим. Так как 

  

1) Первым, еще до Тоома (1963) и Кука (1966), способ выполнения (2Х 2)- 

свертки с тремя умножениями и четырьм“ сложеииями описал А. Карацуба 
[ДАН, 145 (1962), 293, 294]; его алгоритм состоит в следующем: $ — doko Se = 

= digi, = (do + dy) (Bo +81), 5 = 1S — Se Прим. перев.
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степень многочлена $ (х) равна двум, то надо выбрать три точки. 
Выберем их равными В, = 0, В, = Ти В, = —1. Тогда 

d (Bo) = dp, 8 (Ро) = 85, 

а (В1} = & +4, g (Bi) = в + в 

а (Вь) = &% —@:, &(В,) = 5 — &1 

S (Bo) = & (Bo) 4 (Bo), 

s (B,) = g (Bi) 4 (B,), 

s (Be) = g (Be) d (Be), 

так что требуются три умножения. 
Если КИО-фильтр задается фиксированным многочленом g (x), 

то константы © (В») не надо каждый раз вычислять заново; их 
можно вычислить заранее один раз и запомнить. Коэффициенты 
многочлена д (х) в запоминании не нуждаются. 

Наконец, согласно интерполяционной формуле Лагранжа 

S (x) = 8 (Bo) Lo (x) + 5 (Bx) Гл (Хх) - $ (В) [2 (>), 

где интерполяционные многочлены равны 

Ly (x) = —x? +1, L, (x) = (1/2) (xX? +. x), Le (x) = (1/2) (x? — x). 

Это завершает описание алгоритма Кука — Тоома для вычисле- 
ния $5 (х). Но вычисления можно организовать в более компактной 
форме. Деления на 2 можно «похоронить» так, чтобы они не были 
видны. Для этого просто заменим константы & (В») новыми, по- 
глощающими этот делитель. Пусть 

С, = 5%. С, = (1/2) (8% + 21), Ge = (1/2) (So — £5). 

Так как в большинстве случаев многочлен в (х) фиксирован. то 
эти константы можно вычислить заранее, и ничто не мешает нам 
определить их таким образом. Тогда 

L@w=—+1, Lw=xe+x, L, (*) = x —x. 

Построенный алгоритм показан на рис. 3.4, а и в компактной 
форме может быть записан в матрично-векторных обозначениях 

в виде 
s = C |[Bg]-[Ad]}, 

где точкой обозначено покомпонентное умножение векторов В 
и Аа. Матричная запись дает удобную форму обозрения алго- 

ритма, но вычисления, конечно, проводятся не посредством 
умножения матриц. Умножение на матрицы А и С выполняется 
как серия сложений. Возможная последовательность вычислений 
показана на рис. 3.4, b.
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а) [sy о ос fi of fa, 
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b) Do = dy 

р, dy + а, 

О, = а, - а, 

50 = СоОо 

S$; = СО, 

S, = G,D, 

Sq = So 

$ = 5, 55 

52 = -50+5,+ 5) 

с) |50 Го оО С 10 |4 
$ = | бас |1 Иа 
ы -1 1 J Gof fl -1 

  

Рис. 3.4. Алгоритм Кука—Тоома вычисления линейной свертки 2-точечных век- 
торов. 

Алгоритм Кука — Тоома можно рассматривать как факторни- 
зацию матрицы. В рассматриваемом примере свертка может быть 
записана в виде 

So 5 0 4, 

51 [ —1 6: 8 d | 

So O gi , 

или, кратко, $ = Та. Ha рис. 3.4с алгоритм Кука — Tooma 
Для этой свертки переписан с использованием диагональной ма- 
трицы, также обозначенной Ц и содержащей элементы вектора (С. 
Алгоритм теперь имеет форму 

s = CGAd, 

что позволяет интерпретировать его как факторизацию матрицы 
Т = СОА, где А — матрица предсложений, С есть матрица 
постсложений, а @ — диагональная матрица, ответственная за 
все умножения. Число умножений равно размерности матрицы С. 
акое представление алгоритма очень полезно для обозрения его 

структуры.
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В общем случае линейная свертка может быть выражена 
в виде 

$ = Та, 

где 4 — входной вектор длины М, $ — выходной вектор длины 
№ {- Г —1иТ представляет собой ((№М -- Г — 1) x М№)-матрицу, 
элементами которой являются компоненты вектора $5. Алгоритм 
Кука — Тоома в такой форме представляет собой алгоритм фак- 
торизации матрицы 

Т = ССА, 

где С —— диагональная матрица, а матрицы А и С содержат 
только малые целые числа. 

Алгоритм Кука — Тоома можно модифицировать к другому 
варианту, содержащему то же число умножений, но меньшее 
число сложений. Заметим, что 5. м_ = В, 14м.1. Для вычисле- 
ния этого коэффициента необходимо одно умножение. Степень 
модифицированного многочлена 

S(X) — тих Е? = g (x) d (x) — ядихе Е 

равна Г + N — 3, так что использующее идеи алгоритма Кука — 
Тоома вычисление этого многочлена требует Г, | № — 2 умноже- 
ний. Общее число умножений опять равно Г. -|- № — 1, но сложе- 
ний теперь будет меньше. 

Рассмотрим поведение этой модификации алгоритма Кука — 
Тоома при вычислении линейной (2х2)-свертки. Выберем В, = 0 
и В: = —I. Тогда 

d (Bo) = do, & (Bo) = Bos 

d (Bi) = d — 4, g (hi) = &—& 

t (Bo) = g (Bo) d (Po) — gidiBos 

t(B1) = g (Bi) 4 (В!) — ав» 
rye ¢ (x) = g (x) d (x) — 14.2. Согласно интерполяционной фор- 
муле Лагранжа, 

S (x) — &idix? = £ (Bx) Li (x) + Е (Во) [о (х), 
roe L, (x) = Х + Ти L, (*) = —x. , 

Объединение всех этих фрагментов дает искомый алгоритм °)! 

S(x) = 2.4. + [—(@4 — а) (& — в) + аа + Lodo 1 x + Bodo. 

Алгоритм содержит три сложения и три умножения. Его матрич- 
ная форма выписана на рис. 3.5, который полезно сравнить 
с рис. 3.4. 

1) Это приведенный на стр. 85 алгоритм А. Карацубы (1962), в котором не 
учтено в числе сложений вычисление & — 61. — Прим. перев.
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So 1 0 0 ео 10 | 

я |= ЕЕ 1 (Bo — 61) L —1 4 14 
So 001 Li 0 ] 

Рис. 3.5. Улучшенный алгоритм Кука—Тоома вычисления лииейной (2X 2)- 
свертки. 

Алгоритм Кука — Тоома эффективен по числу умножений; 
но если объем задачи растет, то число необходимых сложений 
также начинает быстро расти. Это происходит потому, что хоро- 
ший выбор чисел В, в виде 0, | и —1| уже сделан, и с ростом задачи 
мы Должны использовать также +2, +3 и другие малые целые 
числа. При этом матрицы А и С будут содержать эти числа. Ко- 
нечно, умножения на них можно заменить соответствующим 
числом сложений, но это резонно делать только в случае, когда 
выбираемые числа малы. Поэтому алгоритм Кука — Тоома ста- 
новится слишком громоздок при вычислении сверток, болылих 
чем 3Х4 или 4Ж4. Для больших задач надо пользоваться описы- 
ваемыми в следующем разделе алгоритмами Винограда вычисле. 
ния сверток или итерировать малые алгоритмы Кука — Тоома, 
используя изучаемые в гл. 7 гнездовые методы. ` 

Имеется еще один подход к пониманию алгоритма Кука — 
Тоома, и эта альтернатива перекидывает мостик к следующему 

  

      
  

  

  

Вход 

Вычислить 

#(В„) = К, в. [8(х)] К=0, ,L+N-2 
d(B,) = Ry-g ld@] kk = 0, _L+N-2 

BSIVUCALUITIE 

S(B,) = e(B,)a(B,) k=0, ,L+N-2 

Вычислить в 

s(x) = Po La lx)s( Bx) 
k=0   
    

Выход 

Рис. 3.6. Другое описание алгоритма Кука—Тоома.
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разделу. Вместо того чтобы выбирать множество различных чисел 

{Во, Ва, -.., Вг-м} выберем множество многочленов {х — В, 
x — By, ..-, х — Ри.м_2}. Тогда можно, как на рис. 3.6, записать 

Е (Вь) = ЮО, — абы) = В, [4 1. 
Это просто несколько более сложный способ сказать то же, что 
говорилось и раньше. Преимущество, реализуемое в следующем 
разделе, состоит в замене многочленов первой степени многочле- 
нами более высоких степеней, что увеличивает конструктивные 
возможности. С этой более изощренной точки зрения интерполя- 
ционную формулу Лагранжа можно рассматривать как некото- 
рую форму обращения китайской теоремы об остатках для того 
частного случая, когда в качестве многочленов.модулей выбраны 
только многочлены первой степени. В более общем случае интер- 
поляционную формулу Лагранжа приходится отвергнуть, отдавая 
преимущество китайской теореме об остатках. 

3.3. Алгоритмы Винограда 
вычисления коротких сверток 

Предположим, что требуется вычислить 

s (x) = g (x) d(x) (mod m (x)), 
где т (x) — фиксированный многочлен степени п над полем Р, 
аб (х) и (х) — многочлены над этим же полем, причем их степени 
меньше п. Задача вычисления линейной свертки $ (х) = & (х) а (х) 
может быть вложена в эту задачу, если в качестве п выбрать целое 
число, большее степени многочлена $ (х), а в качестве т (х) — 
произвольный многочлен этой степени п. Тогда задача 

s (x) = g (x) d(x) (mod m (x)) 
становится тривиальной переформулировкой задачи вычисления 
линейной свертки, так как приведение по модулю #1 (х) не меняет 
$ (х), коль скоро степень т (х) больше степени $ (х). Это позволяет 
включить задачу о линейной свертке в общую задачу, рассматри- 
ваемую в данном разделе. Выбирая т (х) равным x” — 1, мы 
включаем сюда также задачу вычисления циклической свертки, 

S (x) = g (x) d(x) (mod x" — 1. 

Мы хотим заменить задачу вычисления 

s (x) = g (x) d(x) (mod m (x)) 
некоторым множеством задач с меньшим числом вычислений. 
Чтобы разбить задачу на подзадачи, разложим многочлен т (Хх)
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на взаимно простые над некоторым подполем поля ЁР многочлены: 

m (x) = т®) (х) та) (х)... пиК-Ъ (х). 

Обычно если Е — поле вещественных или комплексных чисел, то 
в качестве подполя разложения выбирается поле рациональных 
чисел, и мы будем ссылаться на такой выбор, хотя теория до- 
пускает и другие подполя. (Если свертка вычисляется в конечном 
поле СЁ (р”), то в качестве подполя разложения обычно выби- 
рается простое подполе СР (р)). Процедура ставит своей целью 
минимизацию числа умножений в поле Ё, не пытаясь минимизи- 
ровать число умножений в подполе. В большинстве практических 
случаев этими умножениями в подполе оказываются умножения 
на малые целые числа, обычно на —1, О или 1, которые триви- 
альны. Начиная с данного момента, мы не будем учитывать умно- 
жения на рациональные числа в полном числе умножений, хотя 
практически всегда надо проверять, являются ли эти рациональ- 
ные числа на самом деле малыми целыми числами. 

Быстрые алгоритмы свертки основаны на вычетах 

5 (х) = К yy lS@) Е=0, ..., К— 1. 

Согласно китайской теореме для многочленов, многочлен $ (х) 
можно вычислить по системе остатков в соответствии с формулой 

S (x) = al (x) (3 (х) + +++ + alK—D (x) fA) (x) (mod m (x), 
rye a (x), ..., а(К-П (х) — соответствующие многочлены с раци- 
ональными коэффициентами. Разобьем это вычисление на три 
шага. Сначала вычисляются остатки 4) (х) = Ки 909) 

Е — — ng) (x) = Rim 8 (%)|] для всех К =0,....К — 1. Эти 

вычисления не содержат умножений. Затем вычисляются вели- 
чины 

s(®) (x) = g(x)d(x) (mod m™ (x)) = 

= R00) (x) (Аж (x) Lg (1+ Rc) (x) [4 (x)]} = 

= Richy oy Lg (x) da (х)]. 

Наконец, вычисляется многочлен 

$ (х) = al) (x) 8 (x) + +++ fa (x) SAY (x) (mod m (x). 
Так как коэффициенты всех многочленов а“) (х) являются раци- 
ональными числами, то последний шаг также не содержит умно- 
жений. 

Структура алгоритма Винограда для вычисления свертки 
показана на рис. 3.7. Умножения возникают только на втором 
шаге при вычислении коротких сверток, задаваемых произведе- 
ниями многочленов, &“®) (х) 4) (х); так как число коэффициентов 

У многочленов g(x) u d(x) равно степени  много-
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Вход 

| 
dx) = d(x) (mod mx) 

gx) = g(x) (mod m""(x)) 

  

  

  

k=0, ..,K~1 

Sx) = (хе (х) — (тоа т(х)) 
k=0, ,K-1 

  

у 
K-} 

5х) = Ps (xya (xy (mod m(x)) 
k=0 

Выход 

  

    
  

Рис. 3.7. Структура алгоритма Винограда для коротких сверток. 

члена mm) (x), то полное число умножений, необходимых 
для стандартного способа вычисления этих произведений, 

K-1 
равно », [Чей т® (х)]?. Это дает существенное уменьшение 

k=0 
числа необходимых умножений. Позже мы увидим, что исполь- 
зование той же самой идеи разбиения на еще более мелкие под- 
задачи позволяет добиться улучшения и при вычислении этих 
составляющих коротких сверток. 

На рис. 3.8 дается поучительное сравнение алгоритма Вино- 
града вычисления свертки и алгоритма, основанного на дискрет- 
ном преобразовании Фурье. Для того чтобы сделать это сравнение 
более наглядным, алгоритм Винограда выписан в приведенных 
выше матричных обозначениях. После группировки членов и 
перехода к матричным обозначениям этот алгоритм записывается 
в виде равенства 

s = C {[Bg]-[Ad]}, 
где точка обозначает покомпонентное произведение векторов ВБ 
u Ad. H3 этого сравнения видно, что алгоритм Винограда яв- 
ляется обобщением метода вычисления сверток с помощью пре- 
образования Фурье. 

В качестве примера рассмотрим вычисление свертки 3-точеч- 
ного вектора с 2-точечным вектором. Пусть 

g (x) = 21% + Bo 
d (x) = d,x* + dyx + dy.
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Вход Вход 

Свертка свертка 

8 частотной области Винограда 

О = \@а D = Ad 

G = We, G = Bg, 

2de W =[(W“] -mampuya 
размера пхп 2де матрицы А ц В размеров 

Min) xn содермат малее 

целые числа           

  

    | у   

  

S, = GD, 5к = C.D; 

k=0,..-..m—1 k=0,...,M(n) — i 

| | 
Обратное преобразование 

«Йурье s= CS, 

s=- W's 

            

    

где матрица С размера 
пхМ(/) содермит малые целые числа 

" | 
Выход Выход 

свертка (тоа х"- 1) chépmna (mod m(x)) 

            

Рис. 3.8. Сравнение двух способов вычисления сверток. 

Прямое вычисление содержит шесть умножений и два сложения. 
Мы сначала построим алгоритм, содержащий пять умножений 
и восемь сложений. Это не очень хороший алгоритм, но его по- 

строение является поучительным. Позже будет приведен алго- 

ритм, который лучше и содержит четыре умножения и семь сло- 
жений. 

Степень линейной свертки $ (х) = в (х) 4 (х) равна трем. Вы- 
берем 

m (x) = x (x — 1) (x2 + 1) = m (x) m® (x) ml (x). 

Множители взаимно просты; возможно и другое разложение 
многочлена т (х), но для иллюстрации метода мы остановимся
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на выбранном разложении. Вычеты равны 

8‘? (х) = go: A) (x) = do, 
g") (x) = £14 Bo» AM) (x) = dz + dy + dp, 
g'?) (x) = £1% + Bo» al?) (x) = dyx + (4% — 45). 

Следовательно, 

S0) (x) = god, 

s(') (x) = (g1 + Bo) (de + di + dp), 
s(?) (x) = (1% + Bo) (dix + (do — de)) (mod x? + 1). 

При вычислении 5(9) (х) требуется одно умножение, при вычисле- 
Huu Ss“) (x) требуется одно умножение и, как мы увидим, при 
вычислении 5“2) (х) требуются три умножения. 

Вычисление 5(2) (х) сводится к вычислению двух величин` 

(2) (2) 1(2) (2) 4(2) 
50 = Bo d§ — gi dy", 

(2) 2) (2) (2) 1(2) 
$1 — gf dy + gi"do 

(которые случайно имеют структуру произведения комплексных 
чисел). Алгоритм этой части вычислений дается равенством 

»? 11 (2) 80 (2) 

s(?) 11 O 42) 
(2) (2) 

(=! + £6 ) 0 1 

и содержит три умножения. 
Последний шаг состоит в вычислении $(х) по формуле 

S (x)=al (x) s! (x) + al) (x) s() (x) al?) (x)s (x) (mod x*— x3+- x2—x), 

где a (х), а) (х) и а“ (х) вычисляются по китайской теореме 
об остатках следующим образом. Воспользуемся соотношением 

п) (х) т (х) + NM (x) MM (x) = 1 

и построим следующую таблицу: 

  

  

к т» MM“ Xx) п“ \(х) NEN) 

ох бе +х- | xx + i —1 

1 х - 1 х+х ~ 50 + x + 2) ; 

2 xw4t x» —~4(x - 2 | 
  

Тогда а® (х) = №“%®(х) М® (х). Следовательно, 

8 (x) = — (x8 — x? 4. x — 1) 8 (x) 59 + 
+ = (28 — Ix? + x) s(x) (mod x4 — x3 + x? — Хх).
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Последнее равенство может быть перезаписано в виде матричного 

равенства 

So оо [| s? 

51 —] 1 1 1] | 550) 

$2 ~ tL Oo -2 Off ys? 

S; 1 1 ШИ | 550 

Теперь для построения искомого алгоритма надо собрать 

вместе его отдельные части. Всего имеются пять умножений, 

которые мы выпишем в выбранной единообразной форме 

S;, = G,D,, k=O, co og 4. 

Определим новые обозначения, соответствующие этой форме. 

Используя проделанные вычисления, для вектора Ю получаем 

определение 

  

р. 1 0 0 Olf{a® 
D, 0 1 0 Of fd? 
р,|=|о обои 11а = 
р {0 0 11 On ld? 
DJ [0 0 fo 1 

rir 0 0 O|f1 O- Oj ld, 
01 00]! 1 Иа 

=!0 01 1/]1 0-1 |4, 
0o1 oto 1 
oOooL 

1 о 014 
1 1 I fd, 

=}1 1 и [9, | * 
1 0-1! 

io 1 O   
Вектор С определяется аналогично, но в его определение мы 

BKJIOUUM знаменатели, которые должны появиться В матрице 

постсложений. Поэтому в данном ниже определении вектора @ 

появляется самая левая матрица, содержащая извлеченные из
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Так как вычисление вектора С является предваряющим алго- 
ритм вычислением, то эту матрицу можно в дальнейшем просто 

  

  

отбросить. 
Наконец, матрица постсложений имеет вид 

$0 Го о О о о о 
$1 ет Иго о 
$ | 10-2 00 он 01 
5} | Ню он 1 

Го о о 0|[5 
2-15, 

10-2 0Шп 2115, | 
1 о 1] 15, 

5 a 

Описанный алгоритм в матричной форме приведен на рис. 3.5. 
Порядок выполнения сложений в такой форме алгоритма не ука- 
зан. Читатель может сам поэкспериментировать с выбором по- 
рядка сложений, минимизируя их число; никакой специальной 
теории выполнения такой минимизации не разработано. Легко 
выполнить все предсложения с помощью четырех вещественных 
сложений. Постсложения можно реализовать с помощью следу- 
ющих восьми вещественных сложений: 

So = So, So = Cy + & + So, 

Gy = 94 — $, Я =&: + & —%, 
з 

Cz — S3 + Sa, S3 — C3 — So + $1. 

Это завершает рассматриваемый пример построения алгоритма 
Винограда для свертки, но построенный алгоритм можно улуч 
шить. Более общая форма алгоритма Винограда соответствует
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Рис. 3.9. Пример алгоритма Винограда вычисления свертки. 

выбору многочлена Mm (х) меньшей степени. Это приводит к не- 
правильному вычислению свертки, но ошибка легко подправляется 
с помощью нескольких Дополнительных вычислений. 

Согласно алгоритму деления для многочленов можно записать 

$ (х) = 9 (х) т@) + Еты [5 9) 1. 
Мы уже рассмотрели случай deg m (x) > 4ев $ (х), в котором 
частное © (х) тождественно равно нулю. Если 4ез т (х) < 4ев $ (х), 
то алгоритм Винограда позволяет вычислить $ (х) по модулю 
многочлена m (x). Член О (х) m (x) представляет собой погреш- 
ность, которую можно вычислить дополнительно и прибавить 
к результату. Простейшим является случай, когда deg m (x) = 
— дез $ (х). Тогда многочлен @ (х) является константой, так как 
его степень должна быть равной нулю. Если т (х) — приведенный 
многочлен степени п, то, очевидно, @ (х) = $», где $, — коэффи- 
циент pH xX, в многочлене $ (х). Следовательно, 

S (x) = Spm (x) + Rmx Is (x)1, 
и $, легко вычисляется как произведение старших коэффициентов 
многочленов д (х) и 4 (х)- 

Эту модификацию можно формально включить в основной 
алгоритм Винограда для вычисления свертки путем замены 
многочлена т (х) формальным выражением т (x) (x — со). Утвер- 
ждение 

s (x) = s(x) (mod m (x) (x — o)) 

представляет собой просто удобное сокращение для данного 
выше точного утверждения. 

Вернемся к предыдущему примеру и применим описанную 
модификацию алгоритма к вычислению свертки 

S (x) = (21% + 80) (&х - @х - 45). 

В качестве модуля выберем теперь многочлен х (х— 1) 
+ 1) (« — oo). Алгоритм будет содержать четыре умножения;
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множителю (х — со) соответствует произведение 5:45, а остальные 
три умножения — это произведения вычетов по модулям х, х — 1] 
и х - 1. Сразу видно, что 

$. 1 Olfg, о Olfa 
Si Ла athe dt fa 4 1 id, 
$, М1 -1 | п 1аН. 
$. о 1 0 1 

Коэффициенты многочлена $ (х) вычисляются в соответствии 
с китайской теоремой об остатках: 

$ (х) = а? (х) 5. -- а? (х) $: -- а‘? (х) $ + х(х— I) (¥ +1) 83 = 

= +1 5+ (ух) 51 + (5-2 — 5-х) 5» + 
+- (x* — x) 83. 

Следовательно, 

Sy 1 0 0 0 So 

si} | O 1 -!I -1]]4S, 

| J-1 т 1 011$, 
Sy 0 0 0 1 53 

Окончательная формулировка алгоритма приведена на 
рис. 3.10. Алгоритм содержит четыре умножения и семь сложений 
при условии, что диагональная матрица вычисляется Заранее. 

  

  

Рис. 3.10. Другой пример алгоритма Винограда вычисления свертки. 

3.4. Построение алгоритмов 
коротких линейных сверток 

Рассмотренный в предыдущем разделе метод Винограда по- 
строения коротких сверток приводит к хорошим алгоритмам- 
Однако следует подчеркнуть, что эта конструкция не исчерпы- 
вает всех возможных путей построения хороших алгоритмов.
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Иногда хорошие алгоритмы удается получить с помощью удачной 
факторизации. Рассмотрим следующие тождества: 

Body = Bod, 

Bod, + Bido = (Bo + 81) (do + di) — Bodo — Bich, 

Boll, + 814 + Sedo = (Bo + Bz) (do + de) — Bodo + 

+ 81d, — Sec, 

214» + 224 = (8: + Be) (di + 42) — Bids — god, 

Bod, = Zot. 

Эги тождества позволяют вычислить коэффициенты свертки $ (Хх) = 
= (5, + вах + 8х) (4 | ах + 4»^) с помощью шести умноже- 
ний и десяти сложений. Этот алгоритм, однако, не может быть 
построен с помощью китайской теоремы об остатках. Матричная 
форма записи алгоритма дается равенством 

  

So 1 0 0 0 0 Of fg, [ро 9 [44] 
$ -1 -1 0 1 6 Off ge, 0 1 Olla, 
s,|=|-} 1-1 0 1 0 82 со а. 
Sy 0-1-1 0 0 1 (20 + 21) 1 1 0 
54 0 0 1 06 0 0 (20+ 22) ||! 0 1 

| 7g, + a} lO 1 4         
Этот алгоритм следует сравнить с «наивным» алгоритмом, содер- 
жащим девять умножений и четыре сложения, и с «оптимальным» 
алгоритмом, который вскоре будет построен и содержит пять 
умножений и 20 сложений. Нельзя сказать, какой из этих алго- 
ритмов лучше. Это зависит от области применения. Позже мы 
будем строить большие алгоритмы из малых так, что и число 
умножений, и число сложений большого алгоритма будут в основ- 
ном зависеть от числа умножений в малом алгоритме. В этой 
ситуации число. сложений малого алгоритма не играет суще- 
ственной роли. 

На рис. 3.11 затабулированы характеристики некоторых 
алгоритмов линейных сверток; на рис. 3.12 приведены некоторые 
ИЗ НИХ. 

Оптимальный алгоритм линейной (3х 3)-свертки выписан в виде 

примера на рис. 3.12. Оптимальный по числу умножений алго- 

ритм содержит пять умножений. Он подсказан описанным 
В разд. 3.8 алгоритмом Кука — Тоома, который также содержит 

пять умножений. По существу он совпадает с алгоритмом Кука — 
Тоома и получается выбором многочлена 

m (x) = x (x — 1) (x + 1) (& — 2) % — &). 

Так как все множители являются многочленами первой степени, 
то всего имеется пять умножений. (Если заменить один из множи-
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s (x) = g (x) d (x) 
deg g (x) = L—1 

deg d (x) = N— 1 
  

Веществеиные свертки 
  —_— 

  

  

  

  

Длина п Число вещественных Число вещественных 
L N умножеиий сложений 

2 2 3 3 

2 2 4 7 
3 3 5 20 
3 3 6 10 
3 3 9 4 
4 4 7 4] 

4 4 9 15 

Комплексные свертки i 

Число комплексиых Число комплексных _ 
умножеиий сложений 

2 2 3 3 
3 3 5 15 

4 4 7 
  

Рис. 3.11. Характеристики некоторых алгоритмов вычисления коротких линей- 
иых сверток. 

Линейная свертка 2х3 
3 умножения, 3 сложения 

50 о бб lg, 1 Of [dy 
Sj = |-Ё 1-1 2+8, 1 1 a 
Sy 00 1 &| 0 1 

Линейная свертка 3х3 
5 уможенни, 20 сложений 

So 2 0 0 0 @ {280 го а] [4] 
51| = |-1 2 -2 -1 2 2(80 + 81 + 82) 1 1 3} | 
52 -2 13 0-1 5(20 — #1 + 22) 1-1 1 a, 

м [ооо вое, +4) || 9 
82 

Предсложения Постсложения 

Г = 4, + 4 So = 50 + So 

fy = 4) - Ч! Г, = $, + 5, 

Do = do Т› = $) + 5. 
р, = 4+1 Т, = 54 + $4 
D, = do + ty T™, = 17,-S,-S8, 

Dy =t, + +t, + D, T, = S$, + S, 

О. = 4, 51 = Г, - Т, + Т. 

Sp = -So + T,+ 7, - S, 
5; =- Т‹ - Г; 

54 = 5 

Рис. 3.12. Некоторые алгоритмы вычислеиия линейных сверток.
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телей многочленом второй степени, то получим шесть умножений, 
но меньшее число сложений.) Выходной многочлен дается равен- 
CTBOM 

5 (X) = Rx (x1 (x41) (x—2) [g (x) d (X)] + godox (x — 1)(x + I) (* — 2). 

Остатки определяются матричными уравнениями 

        

[Go] fl 0 о £o 
G, 1 1 1| |2, 

С) =11 -1 1 82| › 

с, 1 2 4 
iG [0 0 пи 

р] i 0 oO}fa, 
р, и а, 
р, = 1-1 1 [а)}|, 
р, 1 2 4 
DJ |0 о 4 

где с целью сохранения стройности и упорядоченности принятых 
обозначений С; и ПО. формально определяются как РыЫчЧеты по 
модулю многочлена (х — о). Таким образом, $, = Сь»Оь для 
Е = 0, ..., 4. Наконец, используя китайскую теорему об остатках, 
для многочлена $ (х) получаем выражение 

5 (x) = 5. (8 — 22 — х-- 2) — 551 (*— 3—2) | 

+- $; (3х2 — 2%) + So (x? — x) + St (xt — 20° 4 x + 24). 
Запись последнего шага в матричном виде дается равенством 

      

$ [2 0 о 0 015 | 

5, -2 1 3 00-1115, |. 
$3 1 -1 -1 1 -21 | 15$; 

|} 54 | |. 0 0 0 0 | a S, J       
Постоянные множители можно похоронить в константах диаго- 
нальной матрицы, переопределяя величины $» И Сь. Для выпол- 
нения свертки требуется пять умножений. Матрица предсложений 
может быть реализована семью сложениями, а матрица пост- 
сложений 13 сложениями. 

Окончательная форма алгоритма показана на рис. 3.12. Хотя 
алгоритм построен для поля вещественных чисел, он пригоден 

и в поле комплексных чисел: пять умножений становятся пятью 

комплексными умножениями, а 20 сложений становятся 20-ю 

комплексными сложениями.
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Можно также специально строить алгоритм над полем ком- 
плексных чисел. Он также будет содержать пять комплексных 
умножений, но Число комплексных сложений уменьшится. Вы- 
берем многочлен 

s(x) =x — 1) & + I &— jf) @& + 2. 
Вычисление остатков дается равенствами 

    

TG} fi 0 о Lo 
G, Иа 

| =|1 -1 111521, 

С, 1 j -! 

1G, Ese HL 

Оо Е о 0[4 

D, 1 в опа, 

р, = 1-1 Иа). 

р, 1-1 

Dy Us HU     
Китайская теорема об остатках (или интерполяционная фор- 

мула Лагранжа) дает 

s(x) = So(—# FN 47S а-я 

4p So (xt — 38 4 48 — 4) 4 So (xt + jx? — 39 — jx) + 
+p Sa(t — jx? — 2° + je). 

В матричной форме это равенство записывается в виде 

      

rs] fF 1 0 0 0 oT S| 
S, Oo 1 -1 ~f ¥ IS, 

s|j=] 0 1 1 -1 —1t WES), 

S3 0 1-1 jf -¥ (KS; 

is} f-b o2 2 1 1 4ES,!     
Множители 1/4 можно спрятать в диагональной матрице. 

Алгоритм содержит пять комплексных умножений, эквивалент 

шести комплексных сложений в матрице предсложений и экви- 

валент девяти комплексных сложений в матрице постсложений. 
Процедуру Винограда можно использовать для построения 

сверток и большей длины, чем те, что приведены на рис. 3.12; 

однако построенные таким образом большие алгоритмы, как пра- 
вило, громоздки и содержат слишком много сложений. Вместо 

этого можно строить большие алгоритмы из малых. Есть Не- 

сколько способов построения алгоритмов данных сверток из
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алгоритмов коротких сверток. Некоторые из них, а именно гнездо- 

вой метод и метод Агарвала — Кули, будут рассмотрены в гл. 7. 
Такие алгоритмы содержат несколько больше умножений, чем 
требуется для алгоритма Винограда, но число сложений у них 
существенно меньше. 

  

3.5. Вычисление произведения многочленов 
по модулю некоторого многочлена 

Мы уже видели, как можно разбивать задачу вычисления 
циклической свертки или задачу вычисления линейной свертки 
на несколько Подзадач меньшего размера. Меньшие задачи опять 
имеют вид 

s (x) = g (x) d(x) (mod m (x), 

rye deg m (x) =n u crenenu o6onx MuHOrowieHOB g (x) u d (x) 
‘меньше п, т. е. форму произведения многочленов в кольце много- 
членов по модулю т (х). Для того чтобы построить хороший 
алгоритм исходной линейной свертки, необходимо построить 
хорошие алгоритмы для каждого из меньших произведений 
многочленов. Достаточно рассмотреть только случай неприводи- 
мого многочлена т (Хх), так как в противном случае разложение 
можно продолжить дальше. 

Как будет доказано в разд. 3.8, для неприводимого многочлена 
т (х) степени п число умножений, необходимых для вычисления 
$ (Х), равно 2п — 1. Обычно в алгоритме с наименьшим возможным 
числом умножений требуется большое число сложений. В прак- 
тически приемлемых алгоритмах должен достигаться разумный 
баланс между числом умножений и числом сложений. В данном 
разделе рассматриваются практические аспекты построения таких 
алгоритмов. 

Наиболее прямой метод состоит в вычислении линейной свертки 
& (х) 4 (<) (на что требуется по меньшей мере 2п — 1 умножений) 
и дальнейшем приведении результата по модулю т (х) (что вообще 
не требует умножений). Это на первый взгляд может показаться 
парадоксальным, так как мы предлагали вычислять линеиную 
свертку путем разбиения на подзадачи, соответствующие непри- 

водимым многочленам, а теперь сводим задачу обратно к линей- 
ным сверткам. Однако этим маневрированием «вперед-назад» 
мы существенно снижаем степень линейной свертки, что и улуч- 
шает ситуацию. 

Мы уже рассматривали произведение многочленов 

s(x) = g (x) d(x) (mod x + 1),
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которое формально совпадает с комплексным умножением. Сейчас 
пришло время построить этот алгоритм. Одновременно мы будем 
рассматривать произведения многочленов 

s(x) = g(x) d(x) (mod x’) 

" $ (х) = (х) а (х) (шоах + x + 1). 

Во всех этих примерах в (х) = вх -- в, и а (х) = ах + 4. 
Мы будем модифицировать описанную в разд. 3.2 линей- 
ную (2х2)-свертку. Алгоритм этой линейной свертки в поли- 
номиальной форме записывается в виде равенства 

5(х) = #(х) а(х) = пам - [gidi + Bodo — (81 — Bo) (di — do), + 

+ Sod 

и содержит три умножения. 
Наша задача состоит в вычислении этого произведения по 

трем модулям: х +1, м и х* + х +1. Соответствующие три 
произведения получаются простой заменой х* на —1, би —х— |] 
соответственно. А именно, 

s(x) = g(x) d (x) (mod # 4 1) = 
= [2141 — Body — (81 — 80) (di — do) ] * + Bodo — 

~~ £104, 

s (x) = g (x) d (x) (mod x’) = 

= [2:41 — 804% — (21 — Bo) (di — do) I ¥ + Bod, 

s(x) = g (x) d (x) (mod x*® + % 41) = 

= [godo — (1 — Bo) (di — do) ) х 4 Bodo — B14. 

В матричной форме эти три алгоритма соответственно имеют вид 

НР. В 
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Второй из этих алгоритмов не очень хорош. Следуя по формаль- 
ному пути, мы построили алгоритм,. характеристики которого 
хуже следующего эвристического алгоритма, содержащего только 
одно сложение. 

So _ 10 О 12 101% 

51 Oo 1 1 &o O llid,| - 

1 O 81 

Характеристики некоторых алгоритмов вычисления произ- 
ведения многочленов по модулю неприводимого многочлена затабу- 
лированы на рис. 3.13. В некоторых случаях указаны характе- 
ристики двух алгоритмов решения одной и той же задачи. На- 
пример, для модуля х* -| 1 указан алгоритм, содержащий 9 умно- 
жений и 15 сложений, и алгоритм, содержащий 7 умножений 
  

  

  

Простой многочлен р (х) умно елонй О а 

2+ x+ 3 3 
д! 9 15 

7 41 
x48 + x8 + x?-+ x4 1 9 16 

7 46 
хе 8+ 1 15 39 
x8 x5 + x4 + x8 + x2?+ x+ 1 15 53 
x18 1. x9 +. | 75 267 
  

Рис. 3.13. Характеристики некоторых алгоритмов вычисления произведения 
многочленов по модулю простых многочленов. 

и 41 сложение. При выборе того или иного алгоритма надо оцени- 
вать ситуацию и понимать, как данный алгоритм вкладывается 
в алгоритм большей задачи. Часто случается, что несущественные 
преимущества в числе умножений в малом алгоритме приводят 
к большим преимуществам, когда этот алгоритм используется 
'в виде блока в большом алгоритме, в то время как большие потери 
в числе сложений малого алгоритма приводят лишь к незначи- 
тельным потерям в числе сложений большого алгоритма. Так, 
например, для модуля ^^ --1 алгоритм с семью умножениями 
может на самом деле дать больще, чем это может показаться. 

3.6. Построение алгоритмов 
коротких циклических сверток 

Можно построить Также и библиотеку хороших алгоритмов 

для вычисления коротких циклических сверток. Эти алгоритмы 
можно строить как по методу Винограда построения коротких
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сверток, так и другими способами. Для построения алгоритма 
по методу Винограда надо быть уверенным в том, что каждое из 
рассматриваемых малых произведений многочленов может быть 
вычислено хорошим алгоритмом. Для этих подзадач мы будем 
пользоваться уже построенными в предыдущем разделе алго- 
ритмами. 

В настоящем разделе в качестве примеров будут построены 
несколько хороших алгоритмов. Некоторые алгоритмы вычисле- 
ния коротких циклических сверток приведены в приложении А. 
Излагаемый в гл. 7 метод, известный под названием алгоритма 
Агарвала — Кули, позволяет строить алгоритмы вычисления 
сверток больших длин, комбинируя известные алгоритмы для 
коротких циклических сверток. 

Рассмотрим задачу вычисления циклической свертки 

s(x) = g (x) d (x) (mod x" — 1, 

где оба многочлена с (х) и 4 (х) имеют степень, равную п — 1. 
Один из способов решения состоит в том, чтобы найти сначала 
линейную свертку, а затем выполнить приведение по модулю 
х" —1. Чтобы реализовать такой способ, надо модуль т (х) 
для вычисления линейной свертки выбрать так, чтобы его степень 
была по меньшей мере равна 2п — 1, так как она должна быть 
больше суммы степеней д (х) и4 (»). 

Альтернативный способ состоит в использовании китайской 
теоремы об остатках, на последнем шаге которой для восстановле- 
ния многочлена $ (х) в качестве модуля т (х) используется не- 
посредственно х” — |, а в качестве взаимно простых модулей 
используются делители 17 (х), тИ» (х), ..., т(К-О (х) многочлена 
т (х). Так как сумма степеней этих простых делителей должна 
быть равна п, что меньше чем 2й — 1, то можно ожидать упро- 
щения вычислений. С другой стороны, делители уже нельзя 
выбирать так, как нам удобно. Первый метод допускает выбор 
произвольных делителей но сумма их степеней должна быть 

равной 2п — [, ане п. 
В качестве простейшего примера рассмотрим вычисление 

4-точечной циклической свертки: 

s(x) = g(x) d(x) (mod x* — 1). 

Делителями многочлена х“ — | служат циклотомические много- 
члены, 

ж— 1 =(х— 1) (ХИ - 1) = mO (x) т) (х) m@ (x). 

В этой задаче у нас нет реального выбора: циклотомические много- 
члены представляют собой такие модули, которые необходимо
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использовать в алгоритме Винограда. Коэффициенты вычетов 
даются равенствами 

  

  

40] п т 1 и ас] 
d| |i -1 1 фи] а, 
а? 1 о - 04|? 
42| [0 1 —1| [4, 

ef] [1 1 tafe] 

oP) {t -1 1 -И а 
20] |1 о —1 0] }2,| ^ 

[= |0 1 0 —1] fg,           
Мы уже построили несколько алгоритмов вычисления умножения 
по модулю х? 1 1. Одним из них является правило 

Py td fe па | 

| 

&) + &o 0 

Следовательно, внутренние переменные даются определениями 

   

D| [1 0 0 O]f1 г гр Ifa 
D, 010 Off) -1 1 фа 
р,| =|10 Of1 Whi 0-1 04, 
D, 0011 olo 1 O -1} ld, 

и р. |0 010 1 

С. оо ор 1 2 fe, 
G, оо Off) риа, 
G,;=|0 огр Об О-Е 0, 
G, о об 10 г oO -l ie, 
с. |0 O11.   

Далее, $3, = С,О,; для Ё = 0, ...,4. Китайская теорема об 
остатках дает 

s(x) =F (x8 х + 1) 59 (4) — (9 —ф 4 x — 150 () — 

~— (x? — 1) s(x) (поём — 1).
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Таким образом, 

      

  

    

So i 1 1 ALiso 

55 1-1! 0 1450 

$] |1 1-1 01.52 

5 {1 -1 0-1 |150 

пу г ОП о о о 
(п -р о Ц го о 

1 1-1 Оо он о 
уф оо ош 1 

1 +t 1 Oo —1) [4s,] 
СИ -1 1 1 0 |5, 

А - © 115” 
1-1 -1 -г 0 1+5, 

[254     
Окончательный вид алгоритма показан на рис. 3.14. В упоря- 

дочивании элементов матриц, конечно, имеется некоторый произ- 
вол. В матрице предсложений допустима произвольная переста- 
новка строк, а в матрице постсложений — перестановка столбцов; 
это не влияет на результаты вычислений. 

На рис. 3 15 приведены характеристики некоторых наилучших 
известных алгоритмов вычисления коротких сверток. Эти алго- 
ритмы, часть из которых приведена в приложении А, построены 
по описанному методу. В некоторых случаях для уменьшения 
числа сложений использовались дополнительные методы, анало- 
гичные тем, которые будут описаны ниже в оставшейся части 

раздела. 
Рис. 3.15 следовало бы дополнить характеристиками коротких 

сверток для поля комплексных чисел. Каждый алгоритм вы- 

числения свертки в вещественном поле подходит в качестве алго- 
ритма для комплексного поля. Но иногда многочлен x” — 

над полем комплексных чисел разлагается на большее число 

простых делителей, чем над полем вещественных чисел. Это в ком- 
плексном случае дает конструктору алгоритма дополнительные 
возможности. 

Алгоритм Винограда можно рассматривать как метод разло- 

жения некоторых матриц. Пусть $, 6 и Я — векторы длины ", 

компонентами которых являются соответственно коэффициенты 

многочленов $ (х), & (х) и 4 (х). Циклическая свертка $ (x) =
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5 Пг и 0-1 [Со 1 t t | [dy 
= нЕ 1 т Off G, ЕО И Id, 
s| jl ot -1 0 1 G, 1 ot -1 и а) 
53 1 -1 -1 -1 0 G; }]1 0 -1 Of fd, 

бб t Oo -1 

где 

Со | | 1 1 80 

Gj) jf ' -t ob -1 fe, 
6: = 2 0-2 0, 
С; —2 2 2 —2 23 

Са 2 2 -2 ~2 

  

Рис. 3.14. Алгоритм 4-точечной циклической свертки. 
  

s(x) = g(x) d(x) (mod x” — 1) 
deg g (x) =n—1 

deg d (x) = n— 1 
  

Вещественные свертки 
  

  

Длина п Число вещественных Число вещественных 

умножеиний сложений 

2 о 4 

3 4 11 
4 5 15 
5 8 62 
5 10 31 

7 16 70 

8 12 79 

8 14 46 

9 19 74 

16 33 181 
16 35 155 
  

Рис. 3.15. Характеристики некоторых алгоритмов вычисления циклической 
свертки. 

— & (х) 4 (х) (то4 х" — 1) может быть записана в’виде матричного 
произведения 

[бо | Zo 21-1 -.- Bi | do 

53 &1 £0 &2 d, 

$2 . ‚ Ч > 

~ , 

. 8—2 8—1 

Sy-1 Rn-1 En-2 eee £a a | Anas            
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ИЛИ 
$ = Та. 

Алгоритм Винограда, записываемый равенством 

s = C{(Bg)-(Ad)], 

может быть записан также в виде 

s = CGAd, 

где А представляет собой матрицу размера М (п) Х п, В является 
диагональной матрицей размера М (п) Х М (п), а С является 
матрицей размера п Хх М (п). Таким образом, алгоритм Винограда 
можно рассматривать как алгоритм разложения матрицы 

T = CGA, 

где С — диагональная матрица, а С и А — матрицы, элементами 
которых являются малые целые числа. 

Так как в большинстве приложений многочлену g (x) соответ- 
ствует фиксированный КИО-фильтр, или по крайней мере КИО- 
фильтр, коэффициенты которого меняются не слишком часто, 
то вычисление @ = Вб приходится выполнять не слишком часто 
и при подсчете общей вычислительной нагрузки им можно пре- 
небречь. Следовательно, сложность матрицы В особой роли не 
играет. 

Роли матриц А и В симметричны, так как их можно поменять 
местами путем простого переименования векторов 4 и $. Алгоритм 
Винограда вычисления свертки допускает построение матриц А 
и В, отличающихся только перестановкой строк, и, следова- 
тельно, имеющих одну и ту же сложность; но в общем случае 
более целесообразно одну из матриц строить более сложной и 
именно ей приписывать роль матрицы А. Удивительно то, что 
в алгоритме циклической свертки можно менять ролями даже 
матрицы С и А. Способ сделать это описывается следующей 
теоремой. 

Теорема 3.6.1 (теорема об обмене матриц). Если теплицева 
матрица $ допускает факторизацию вида 

$ = CDE, 

то она может быть также записана в виде 

$ = (Е)7Т ОТ (СГ, 

где матрица Е отличается от матрицы Е обращенным порядком 

столбцов, а матрица © отличается от матрицы С обращенным 

порядком строк.
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Доказательство. Пусть 3 представляет собой обменную ма- 
трицу того же размера, что и матрица $. Тогда 

ST = JSJ = (JC)D (EJ) = CDE. 

Операция транспонирования завершает доказательство. Г] 

Применим эту теорему к умножению многочленов по модулю 
многочлена х” — &, где & — некоторая константа. Пусть надо 
вычислить 

, S(x) = g(x) d(x) (mod x" — 6), 

где © (х) иа (х) многочлены степени не более п — 1. Если Ё = 1, 
то мы имеем задачу о циклической свертке. Случай & = —1 
(а в поле комплексных чисел и случаи & = --]) также очень важен. 
Запишем это произведение многочленов в матрично-векторном 
виде 

            

[бо | ido tdn_, &d,-2 . td,| [о 1 

51 Ч а 4-1 81 

— da, a, oh 82 

> 

$и-1 

[4-1 . ` Чо [$ "1 

ИЛИ 

$ = Т$, 

где Т — теплицева матрица. Алгоритм 

s = C[(Bd)-(Ag)] 
МОЖНО перезаписать в виде 

s = CDAg, 

где О — диагональная матрица, диагональные элементы которой 
равны компонентам вектора В. Согласно теореме 3.6.1, 

__ ({A\T T $ = (A)’ D(C)* g. 
Применительно к задаче вычисления циклической свертки тео- 

рема 3.6.1 означает, что наиболее сложную из трех матриц А, 

В и С можно выбрать множителем при векторе в и «включить» 

ее в матрицу С. 

3.7. Свертки в общих полях и кольцах 

Любой алгоритм свертки, такой как алгоритм Кука — Тоома 

или алгоритм Винограда, представляет собой некоторое тожде- 

ство, опирающееся на свойства операций в данном поле, в Ча- 

стности на свойства ассоциативности, дистрибутивности и комму-
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тативности. Алгоритм, построенный в одном поле, может быть 
использован в любом расширении этого поля. Он, однако, может 
оказаться не столь хорошим, как алгоритм, разработанный спе- 
циально для данного поля. 

В частности, алгоритм свертки двух вещественных последова- 
тельностей можно без изменений использовать для свертки после- 
довательностей комплексных чисел. Если обозначить через М 
и А соответственно числа вещественных умножений и сложений, 
необходимых для вычисления вещественной свертки, и если для 
вычисления комплексной свертки использовать тот же алгоритм 
с обычными комплексными умножениями и обычными комплекс- 
ными сложениями, то в общей сложности получится 4М веще- 
ственных умножений и 2А 4+ 2M вещественных сложений. Если 
вместо этого воспользоваться построенным в разд. 1.1 комплекс- 
ным умножением и рассматривать одну часть свертки как отводы 
фиксированного фильтра, то потребуется только ЗМ веществен- 
ных умножений и 2А ЗМ вещественных сложений. 

Если длина комплексной циклической свертки равна некото- 
рой степени двойки, то можно построить даже еще лучший алго- 
ритм. Для пояснения того, как это делается, рассмотрим свертку 

по модулю x2 + 1, 
{ ° 

В кольце многочленов по модулю многочлена х? + 1, i > 1, 
имеется элемент, квадратный корень из которого равен минус 

единице. Действительно, 

—1 = 2 (mod x + 1) 

так что в рассматриваемом кольце Y — 1 = х2{—'. Воспользуемся 
этим элементом, чтобы выписать комплексную свертку через две 
вещественные свертки. 

Для вычисления комплексной свертки 

s (x) = g(x) d(x) (mod x” +4 1), 

g(x) = gr(x)+jg;(x) uw d(x) = de(x)+ jd, (0), 
можно вычислить по модулю х?' + 1 четыре вещественных свертки 
бв (х) 4в(х), в; (>) ав (х), вв (х) а; (х) и в, (х) 4, (х) и записать 

Sp (x) = gr (x) dr (x) — в, (х) 4, (х), 

$1 (x) = gr (x) d; (x) + 8; (*) de (~). 
Лучшая процедура, содержащая вдвое меньше умножёний, сво- 
дится к введению многочленов 

а(х) = + (gn (x) ~— xg, (x)) (dp (x) — 22° 1d, (x) (mod 2° + 1) 

b(x) = > (дв (х) + х ‘~"g7(x)) (de (x) + xd, (x)) (mod xt + 1), 

где
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вычисление которых сводится к вычислению двух вещественных 

сверток. Выходной многочлен $ (х) = 8 ()4(х) (тоах +1) 
дается при этом равенствами 

Sp (x) = a(x) + 6 (x), 

s(x) = x2" (a(x) — b(x)) (mod x* + 1). 

Мы хотим воспользоваться этой процедурой для вычисления 
комплексной циклической свертки 

Ss (x) = g (x) d(x) (тоа х" — 1), 
где п равно степени двойки. Запишем 

хп — 1 = (x — 1I(x+ 1)?+ 1IGt+ 1)... (x + I). 

Тогда задача сводится к коротким циклическим сверткам вид 

$00 (x) = gl (x) d (x) (mod x7 + 1). 
Комплексные свертки по модулям x — Гих -- 1 являются ска- 
лярами, и их произведение вычисляется как произведение ком- 
плексных чисел. Их вклад в общую сложность очень мал. Если 
остальные комплексные свертки вычислять через две веществен- 
ные свертки, то рассматриваемый способ вычисления комплексной 
свертки потребует примерно вдвое больше вычислений, чем веще- 
ственная свертка той же длины. 

Этот метод конкурирует с методом разложения многочлена 
x” — 1 в поле комплексных чисел: 

xP — T= (x — I(x + I) —f&+h --- 4 — |r" + jf). 
Каждая из индивидуальных подзадач теперь меньше, но арифме- 

тика является комплексной. 

3.8. Сложность алгоритмов свертки 

Пусть задан алгоритм решения некоторой задачи; следует ли 
этим удовлетвориться или следует попытаться найти лучший 
алгоритм? На этот вопрос трудно ответить по нескольким при- 
чинам. Во-первых, трудно выбрать критерий, согласно которому 
можно утверждать, что алгоритм .является наилучшим. Далее, 
если даже такой критерий выбран, то трудно утверждать, что 

характеристики оптимального алгоритма соответствуют выбран- 
ному критерию. 

Во многих задачах критерием оптимальности служит мини- 

мизация числа умножений. Этот критерий достаточно прост, 

так что удается доказать некоторые теоремы, описывающие харак- 

теристики оптимального алгоритма. Конечно, после отыскания 

оптимального алгоритма может оказаться, что он нам не подойдет,
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скажем, по числу сложений, но все-таки хочется знать, что пред- 
ставляет собой такой алгоритм. 

В данном разделе мы будем исследовать характеристики опти- 
мального (в смысле минимального числа умножений) алгоритма 
свертки. Для этого надо уточнить понятие умножения, и мы 
сделаем это так, чтобы можно было ответить на интересующие 
нас вопросы. А именно, мы хотим определить умножение таким 
специальным образом, чтобы под произведением 4-& понималось 
произведение произвольных вещественных чисел, но туда бы не 
входило произведение 25, так как его можно интерпретировать 
Kak g + g. Такое различие легко принять, но как быть с произве- 
дением 3g usin (5/7) ©? Мы выберем определение, которое приводит 
к полезным результатам. Вычисление 4.6 будем считать умноже- 
нием только тогда, когда оба сомножителя принимают произволь- 
ные вещественные значения, и не будем считать умножением, 
если произвольные вещественные значения допустимы только 
для одного из них, а другой должен быть рациональным. Мы уви- 
дим, что это определение, хотя интуитивно и кажется несколько 
ущербным, приводит к осмысленным результатам. Выбранный 
нами критерий может также вызвать подозрение потому, что 
возникающие в приложениях числа всегда записываются словом 
конечной длины, так что все вбзникающие в приложениях числа 
являются рациональными. Тем не менее если в принципе пере- 
менные принимают вещественные значения, то указанное вы- 
числение будет называться произведением. 

В указанном смысле алгоритмы Винограда вычисления корот- 
ких циклических сверток являются оптимальными. Ни один 
алгоритм вычисления п-точечной циклической свертки не содер- 
жит умножений меньше, чем алгоритм Винограда. Доказатель- 
ство этого факта составляет одну из сложных задач данного 
раздела. Мы докажем следующие результаты: 

1. Никакой алгоритм вычисления линейной свертки двух 
последовательностей длин Г, и № не может содержать меньшее 
число умножений, чем Г + М — 1. 

2. Если число простых делителей многочлена х” — 1 равно 7, 
то никакой алгоритм вычисления п-точечной циклической свертки 
не может содержать меньшее число умножений, чем 2п — 1. 

3. Если число простых делителей многочлена р (х) равно & 

то никакой алгоритм вычисления произведения многочленов 
5 (х) а (х) по модулю р (х) не может содержать меньшее число 
умножений, чем 2n — fF. 

Вторая задача, конечно, является частным случаем третьей, 
но она столь важна, что ее следует выделить отдельно. 

Рассматриваемые идеи не зависят от поля. Пусть РЁ — некото- 
рое поле, которое мы назовем полем вычислений, а Е — его под- 
поле, называемое полем констант или основным полем. Элементы
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из Е называются скалярами. Пусть @ = (4%, ..., 4,1) и 5 = 
= (5%, -.., ra) — произвольные векторы фиксированных длин п 
иг с компонентами из поля ЁР. Компоненты векторов 4 и в будем 
называть неопределенными переменными или просто перемен- 
ными. Эти п + 7 переменных величин независимы: их не связы- 
вают никакие соотношения. Алгоритмом называется правило 
вычисления последовательности элементов |1, ..., р из Р, таких 
что каждый элемент [; последовательности равен одной из следу- 
ющих величин: (1) или компоненте вектора 4, или компоненте 
вектора &, или сумме, разности или произведению двух таких 

компонент; (2) сумме, разности или произведению компонент 
вектора 4 или вектора 8 на элемент ][; последовательности с номе- 
ром /, меньшим номера #; (3) сумме, разности или произведению 
двух элементов Ё и |» последовательности, номера | и Ё кото- 
рых меньше номера #; (4) элементу поля Е. 

Скажем, что алгоритм вычисляет выходной вектор $, если 
компоненты вектора $ содержатся в последовательности Й, ..., [1. 
Необходимо подчеркнуть, что являющиеся компонентами век- 
тора $ переменные величины связаны некоторыми функциональ- 
ными соотношениями с переменными, являющимися компонен- 
тами векторов 4 и 6. Алгоритм, вычисляющий вектор $, пред- 
ставляет собой фиксированную процедуру правильного вычисле- 
ния $ для любых возможных значений входящих в Фи в пере- 
менных. 

Заметим, что данное определение алгоритма не включает в себя 
ни ветвления, ни деления. В алгоритмах, которыми мы зани- 
маемся, эти операции не являются необходимыми, к тому же ни 
деление, ни ветвление не могут уменьшить числа умножений. 

Данное определение алгоритма можно проиллюстрировать 
примером комплексного умножения. Сначала запишем его в виде 

| 4 с Ь |° 

Гогда равенства 

й = са, Ё = db, is = fi — fe, f, = da, i, = cb, Ё = № + fs 

дают описание алгоритма в виде последовательности правил вы- 

числения. 

Вычисление произведения комплексных чисел можно также 

записать в виде 

о о бп 9 [а 
01 1 0 (с+а) 00 И: 

а| |1 0 0
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Тогда равенства 

р =а-— 6, f, =c—d, fs =c +d, [а = Ра, 

is = fab, fe = dh, lp = ta + fe, is = fs + fe 

дают описание последнего алгоритма в виде последовательности 
правил вычисления. 

Рассмотрим набор всех таких множеств правил вычисления 
комплексного умножения. Оптимальным из этого набора алго- 
ритмов является тот из них, который содержит наименьшее число 
умножений. 

Теперь можно формализовать определение задачи вычислений. 
Будем рассматривать только задачи вида 

$ = На, 

где 4 — входной вектор данных длины А, а$ — выходной вектор 
длины п. Элементы матрицы Н представляют собой линейные 
комбинации г неопределенных переменных 2%, ..., бг_1. В типичных 
случаях г меньше числа элементов матрицы Н и каждая перемен- 
ная может присутствовать в матрице Н более одного раза. Такая 
структура включает в себя все рассмотренные задачи вычисления 
свертки. 

Под элементами матрицы Н будем понимать не элементы поля, 
а линейные комбинации неопределенных переменных вида 

г—1 

fi;; = a Asjk Bh» 

где о; являются скалярами. Две такие линейные формы можно 
складывать, любую линейную форму можно умножать на скаляр. 
Множество таких линейных форм над полем Ё образует векторное 
пространство, которое мы обозначим Ё 1%, ..., &;а|. Таким 
образом, Н является матрицей над множеством линейных форм. 
Для матрицы Н не выполняются многие известные свойства 

матриц, поскольку она является матрицей не над полем (и даже 
не над кольцом), а над множеством Ё {0% ..., 6,11. В частности, 
ранг по столбцам не обязательно равен рангу по строкам. Как 

мы увидим, ранг по строкам и ранг по столбцам каждый дают 

нижнюю границу для числа умножений в задаче $ = Н@. Воз- 
можность менять ролями векторы в и 4 дает два пути применения 

этих двух границ. 
Ранг по строкам определяется следующим образом (анало- 

гично определяется ранг по столбцам). Каждая строка матрицы Н 

представляет собой вектор длины А с компонентами из множества 1) 

1} Это множество образует векторное пространство, но мы предпочитаем 
называть его множеством, так как не рискуем говорить «вектор векторов».
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Е [№ .... а; 11. Линейная комбинация строк матрицы Н также 
является вектором длины Ё с компонентами из того же множества 

п 

вида »; В;В,;, где элементы В; принадлежат полю ЕЁ для всех 
i=l 

; =1,..., И. Рангом по строкам матрицы Н называется мощность 
наибольшего множества линейно независимых строк, т. е. такого 
наибольшего множества строк, что никакая ненулевая их линей- 
ная комбинация не равна нулю. 

Например, над полем рациональных (вещественных) чисел 
ранг по столбцам матрицы 

42, — Bo £0 

H = 221 —2, 0 

22: — 280 Bo gy 

равен двум, так как 

а — 80 80 0 

21221 + —& = 0 = 0 ’ 

221 - 221 Eo 8 0 

но никакая линейная комбинация двух столбцов не равна тожде- 
ственно нулю. 

Теорема 3.8.1 (теорема о ранге по строкам). Для произволь- 
ного алгоритма вычисления $ = НЯ число умножений по меньшей 
мере равно рангу по строкам матрицы Н. 

Доказательство. Без потери общности можно предположить, 
что линейно независимыми являются первые р строк матрицы Н, 
и в дальнейшем рассматривать только эти строки. Обозначим 
через М матрицу, образованную эти ги строками, и рассмотрим 
только частичное вычисление 

  

Идея доказательства сводится к построению подходящей ма- 

трицы А над полем Е, для которой выполняются известные CBOH- 

ства матриц. 

Предположим, что в алгоритме, задаваемом последователь- 

ностью f,, ..., fy, имеется [ шагов умножения, задаваемых соот- 

ветственно [ членами последовательности @, ..., @. Тогда первые р 

компонент вектора $ должны быть линейными комбинациями



[18 Гл. 3. Быстрые алгоритмы коротких сверток 
  

этих членов-произведений, линейных членов и элементов основ- 
ного поля. Таким образом, 

  

е, b,-\ 

где элементы матрицы А принадлежат основному полю РЁ, а ком- 
поненты вектора 6 являются линейными комбинациями неопре- 
деленных переменных и элементов основного поля. 

Предположим теперь, что © больше, чем [. Тогда матрица А 
содержит строк больше, чем столбцов, и, следовательно, строки 
матрицы А линейно зависимы, т. е. существует такой вектор с 
над полем Е, что СТА == 90Т. Следовательно, 

c? (Md) = c7 (Ae + b), 

и так как с7ТА = 07, то это приводится к виду 

(c7M) d = c7b. 

В этом равенстве правая часть не содержит произведений неопре- 
деленных переменных, так как с содержит только элементы 
поля Ё, ав Ь не входят произведения неопределенных перемен- 
ных; следовательно, и левая часть не содержит произведений 
неопределенных переменных. Так как компонентами вектора d 
являются неопределенные переменные, то отсюда следует, что 
с7ТМ не содержит неопределенных переменных. Но с7М является 
вектором, компоненты которого равны линейным комбинациям 
неопределенных переменных. Следовательно, он равен нулю и 
строки матрицы М линейно зависимы. Полученное противоречие 
означает, что { больше, чем о, и число умножений по меньшей мере 

равно рангу по строкам матрицы Н. П 

Теорема 3.8.2 (теорема о ранге по столбцам). Для произволь- 

ного алгоритма вычисления $ = Н@ число умножений по меньшей 
мере равно рангу по столбцам матрицы Н. 

Доказательство. Доказательство проведем индукцией. Если 

ранг по столбцам равен единице, то любой алгоритм должен 

содержать по меньшей мере одно умножение. Пусть при ранге 

по столбцам, равном { — 1, теорема верна. То есть если ранг по 

столбцам матрицы Н равен { — 1, то любой алгоритм вычисления 

$ = Н@ содержит по меньшей мере Г — | умножение. Шаг ин- 

дукции состоит в доказательстве соответствующего утверждения 

для случая, когда ранг по столбцам равен {[. 
Предположим, что задан алгоритм вычисления 

$ = На,
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причем ранг по столбцам матрицы Н равен [. Без потери общности 
можно предположить, что последний столбец матрицы Н содержит 
по крайней мере один ненулевой элемент (в противном случае 
его можно удалить из Н). Следовательно, переменная 4; содер- 
жится в некотором члене-произведении, скажем, последнем таком 
члене. 

Это означает, что для некоторого множества скаляров ©; 

сумма У, ad; является множителем в некотором умножении, 
i 

причем о; 5 0. Так как на скаляры не наложено никаких огра- 
ничений, то можно полагать @; равным [, так что член d; + 

il 
+ У} а,4; является множителем в некотором члене-произведении. 

1—0 
Чтобы завершить доказательство, нам надо при любом данном 

алгоритме решения исходной задачи построить, хотя и искус- 
ственную, новую задачу 

s’ = H’d’ 

ранга / — 1, которую можно решить данным алгоритмом, удаляя 
из него одно умножение. Тогда, согласно предположению индук- 
ции, любой алгоритм решения новой задачи содержит по меньшей 
мере { — | умножение, и, следовательно, исходная задача данным 
алгоритмом решается по меньшей мере с [Г умножениями. 

Чтобы это сделать, заменим в исходной задаче переменную 41 
1—1 

на — »! а; 4;. Тогда последний член-произведение, содержащий 
t=0 

1—1 

множителем сумму d; + у а. будет представлять собой 
i=0 

умножение на нуль и, следовательно, может быть удален из алго- 

ритма. Алгоритм теперь решает некоторую новую задачу, 

а именно, 
s’ = H’d’, 

где 4’ представляет собой вектор длины [— 1, формируемый 

из вектора 4 удалением последней компоненты, а матрица H’ 

получается из матрицы Н заменой j-ro cron6ua hj Ha столбец 

hy; — “а й,. Таким образом, 

а Га _ 

а, а, 
H’ =H 

ay, а, 

{1 

->` о, С, 
| _ 7-0 3    
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и данный алгоритм вычисляет Н’@4’, что и завершает доказатель- 
ство. [| 

Теорема 3.8.3. Каждый — алгоритм вычисления линейной 
свертки 

s (x) = g (x) d (x), 
2de deg g (x) = L—1 u degd (x) = М —1, содержит no meno- 
шей мере [+ М — 1 имножений. 

Доказательство. Рассматриваемое вычисление можно в матрич- 
ном виде записать равенством 

5 = На, 

где 0 ... 0 о | 

2 8 °°: 0 0 

н = |. 

0 “** 81 81-2 
|0 ... О #,_,     

является ((Г. + № — 1) х №)-матрицей. Как элементы множества 
Е 65, 21, ..., в.а} строки матрицы Н, очевидно, линейно неза- 
висимы, следовательно, применение теоремы 3.8.1 показывает, 
что число умножений равно по меньшей мере Г, {+ N — 1. 0 

Теорема 3.8.4. Пусть р (х) является простым многочленом сте- 
пени п. Каждый алгоритм вычисления произведения многочленов 

s (x) = g (x) d(x) (mod p (x)) 
содержит по меньшей мере 2п — 1 умножений. 

Доказательство. Предположим, что алгоритм содержит # 
умножений. Тогда на выходе алгоритма получим линейную ком- 
бинацию этих # членов-произведений 

s = AS, 

где А является (п X Ь-матрицей над полем Е, а $ — вектор 
длины # компонентами которого являются эти члены-произ- 
ведения. 

Ясно, что многочлены g (x) nu @& (х) всегда можно выбрать так, 
чтобы сделать некоторую одну компоненту многочлена $ (х) не- 
нулевой, а остальные нулевыми. Следовательно, fl строк ма- 
трицы А должны быть линейно независимыми, так что А должна 
содержать и п линейно независимых столбцов. Без потери общ- 
ности можно полагать, что первые п столбцов матрицы А яв- 
ляются линейно независимыми, так Что матрица А может быть 
разбита на блоки вида 

$ = АА’,
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где А’ — обратимая (п Хх п)-матрица. Умножим на обратную 
к А’ матрицу С: 

Cs = 1: Р}5 

— сна. 

Так как многочлен р (х) неприводим, то можно показать, что 
все элементы любой строки матрицы Н линейно независимы, 
равно как и все элементы любой линейной комбинации строк 
матрицы Н. Это утверждение является стандартным результатом 
теории матриц и будет доказано отдельно в виде теоремы 3.8.6 
в конце настоящего раздела. Следовательно, все элементы первой 
строки матрицы СН линейно независимы, так что согласно тео- 
peme 3.8.2 для вычисления первой компоненты вектора СН@ 
требуется по меньшей мере п умножений. 

С другой стороны, первая строка вычисления 

Cs = [1 PIS, 

содержит самое большое 1 -- ((— п) умножений, так как ма- 
трица Р содержит { — п столбцов, а вектор $ длины { содержит 
все члены-произведения. Следовательно, 1 -{ (1 — п) >. п, так что 
{> 2п — |, что и доказывает теорему. Г] 

В качестве приложения этой теоремы рассмотрим комплексное 
умножение как задачу умножения по модулю многочлена х? - 1. 
Согласно теореме 3.8.4, для выполнения одного комплексного 
умножения необходимо по меньшей мере три вещественных умно- 
жения. 

Хотя мы и не будем этого делать, теорему 3.8.4 можно доказать 
и для умножения многочленов по модулю многочлена р’ (х), 
где p (x) — простой многочлен. Вместо этого мы рассмотрим слу- 
чай, когда р (х) распадается в произведение Е простых много- 
членов. В этом случае китайская теорема об остатках позволяет 

разбить задачу на К подзадач, каждая длины п;:, где > ny =n. 

Дополнительных умножений при этом не возникает. Следова- 
тельно, используя для каждой из подзадач теорему 3.8.4, с по- 
мощью китайской теоремы об остатках для полной задачи вы- 
числения произведения многочленов по составному модулю полу- 
чаем по меньшей мере 

k 

Y) (Qn; — 1) =2n —k 
i=1
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умножений. Следующая теорема утверждает, что ни один алго- 
ритм решения этой задачи не может быть лучше такого исполь- 
зования китайской теоремы об остатках. 

Теорема 3.8.5. Пусть многочлен р (х) степени п распадается 
в произведение Е различных простых множителей. Каждый алго- 
ритм вычисления произведения многочленов 

s (x) = g (x) d(x) (mod p (x)) 
содержит по меньшей мере 2п — Е умножений. 

Доказательство. Так как китайская теорема об остатках 
задает не требующее умножений обратимое ‘преобразование, то 
достаточно рассмотреть вычисление $ = Н4, в котором матрица 
Н блочно-диагональная, т. е. 

  

  

    

is] [H, $0 j---) ol] fa, 

$2 0 H, : 9, 

17|: , 

Sx | 0 H, ay                 
и соответствующая китайской теореме об остатках {-я подзадача 
задается вычислением $; = Н;4.. 

Теперь повторим доказательство теоремы 3.8.4. Предположим, 
что алгоритм содержит { умножений. Тогда 

s = AS, 

‚где $ — вектор длины Ё содержащий все члены-произведения, 
и А представляет собой (п X {)-матрицу над полем Е. Так как 
А содержит п линейно независимых строк, то она содержит и п 
линейно независимых столбцов, в качестве которых можно вы- 
брать первые п столбцов. Тогда 

$ = [А' | А*]5 и Cs = [I { PIS 

где С обозначает матрицу, обратную к матрице А’. Следова- 
тельно, для вычисления первой компоненты вектора С$ требуется 
самое большое 1 - ({— п) умножений. Но, кроме того, выпол- 
няется равенство 

Н, 

С = С Ha а. 

H,
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Рассмотрим теперь некоторую линейную комбинацию строк ма- 

трицы Н. Любая линейная комбинация строк каждой из матриц 
Н, содержит лишь линейно независимые столбцы. Следовательно, 
любая линейио независимая комбинация строк матрицы Н со- 
держит по меньшей мере п — (Е —1!) линейно независимых 
столбцов. Следовательно, по теореме 3.8.2 вычисление первой 

компоненты вектора СНА требует по меньшей мере п — (К — 1) 

умножений. Эти верхняя и нижняя границы числа умножений, 
необходимых для вычисления первой компоненты вектора 0$, 
приводят к неравенству 

i+ (¢{—n)>n—(k—l1), 

так что Ё> 2п — ЕЁ, что доказывает теорему. [1 
Теперь мы должны завершить незаконченное доказательство 

теоремы 3.8.4. 

Теорема 3.8.6. Пусть $ = Hd представляет собой матричную 
запись произведения многочленов 

s (x) = g (x) d(x) (mod p (x)), 
где р (х) — нчеприводимый многочлен, и матрица Н составлена 
из коэффициентов многочлена в (х). Тогда все элементы любой 
строки матрицы Н, так же как и все элементы любой линейной 
комбинации строк матрицы Н, линейно независимы. 

Доказательство. 
Шаг 1. Обозначим через С» сопровождающую матрицу много- 

члена р (х), определяемую следующей (п Х п)-матрицей: 

0 0 .. 0 -р 

1 0 ... 0 -Pp, 

C, = 0 1 .. 0 -p, |. 

0 0 eee ! —DPnr-t 

e ee i Тогда {-й столбец матрицы Н равен Ср›б, и через свои вектор- 
столбцы матрица Н записывается в виде 

H =[g Cg Cog ... Cr gi. 
Пусть м — произвольная ненулевая вектор-строка_а а WH — 
соответствующая линейная комбинация строк матрицы Н. Надо 
показать, что никакая линейная комбинация столбцов wH не 

равна нулю. Предположим, что 

n—l n—l 

0= Y a,(wetg) = | У aCe |g. 
1—0
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Так как это равенство должно выполняться для любого g, TO 

w-a(C,) = 0, 
где 

п—1 

a(Cr) = alr 

представляет собой матрицу размера п Х п, вычисленную по 
матрице С. Поскольку строка \ отлична от нулевой, то матрица 
а (С›) должна быть вырожденной, так как в противном случае 
м-а(С›) не может равияться нулю. Следовательно, нам надо 
показать, что единственным многочленом степени не более п — 1, 
таким что подстановка в него матрицы С» приводит к вырожден- 
ной матрице, является нулевой многочлен. 

ИГаг 2. Легко проверить, что любой простой многочлен р (х) 
обращается в нуль при подстановке в него его сопровождающей 
матрицы. Таким образом, р (Ср) == 0, где 0 обозначает нулевую 
(п Хх п)-матрицу. Пусть а (х) обозначает многочлен степени не 
более п — |, такой что матрица а (С›) вырожденна, и пусть у 
обозначает ненулевой вектор из нулевого пространства матрицы 
а (С›). Тогда, так как р (х) является неприводимым многочленом 
степени п, то существуют многочлены А (х) иР (*х), такие что 

A (x) a(x) + P (x) p (x) = 1. 
Следовательно, 

[A (Cy) a (Cy) + P(C,) p (Cp) v = W. 
Ho p (C,) = 0, tax 4ro mer umeem A (C,) a (Cp) V = У, что про- 
тиворечит выбору У :а (С») у = 0. Следовательно, за исключе- 
нием нулевого многочлена, не существует многочлена а (х) степени 
п — | или меньше, такого что матрица а (С») является вырожден- 
ной. Это завершает доказательство теоремы. [] 

Задачи 

3.1. а. Комплексное умножение (e+ jf) = (a-+ jb) (c+ jd) можно вычислить 
с тремя вещественными умножениями и пятью вещественнымн сложениями 
по алгоритму 

e= (a— b)d-+a(c—d), 

Г = (a— b) d+ b(c+ d). 
Положить с и 4 константами и записать алгоритм умножения в матричной 
форме , 4 

[+] = вв | 
где А и В представляют собой матрицы предсложений и постсложений, 
а О — диагональную матрицу.
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3.2. 

3.3. 

3.4. 

3.5. 

3.7. 

3.8. 

6. 2-точечная циклическая свертка $ (х) = g (x) d (x) (mod x? — 1) может 
быть вычислена по алгоритму 

So 1 1) [8 + & ип 14% 
5, 1 —] 0 8 - 8, 1 —1 а, ° 

Предположим, что многочлены 4 (х) и g (x) имеют комплексные коэффи- 
циенты. Сколько потребуется вещественных сложений и вещественных 
умножений для выполнения этого алгоритма, если комплексная арнфме- 
тика реализуется обычным классическнм способом? 
в. Представить теперь входные и выходные данные в виде векторов длины 
четыре и выписать объединенный алгоритм с шестью вещественными умно- 
жениями. Сколько вещественных сложений содержнт этот алгоритм? 
При заданиом устройстве для вычисления линейной свертки двух после- 
довательностей длины п описать, как оно может быть использовано для 

п—1 

вычисления взаимной корреляционной функции У 8+4: этих после- 
. 1—0 

довательностей. 
Построить алгоритм фильтрации 4-точечной последовательности входных 
данных в КИО-фильтре с тремя отводами, используя для этого алгоритм 
Кука — Тоома для свертки. 
а. Начиная с алгоритма вычисления 2-точечной линейной свертки 

$ (х) = вах? -- (214; + 604% — (61 — 80) (dr — do) 1 x + Bodo, 

построить алгоритм вычисления 

s(x) = g (x) d (x) (mod x? — x+ 1). 

6. Повторить задачу, начиная с алгоритма 

$ (х) = валах? [(е1 | 20) (4, - 4) — 214, — 84%] х- Bodh. 

Какой из алгоритмов заслуживает предпочтения? 
Допустим, что у нас имеется устройство (жесткий модуль или подпро- 
грамма) для вычислеиия 315-точечной циклнческой свертки, и Что требуется 
пропустить 1000-точечиый вектор данных через КИО-фильтр с 100 отво- 
дами. Описать, как надо разбить даииые и организовать устройство 
свертки, чтобы получить требуемый ответ. 
Построить алгоритм 4-точечной циклической свертки комплексных после- 
довательностей, содержащий четыре комплексных умножения. Сравнить 
построениый алгоритм с алгоритмом 4-точечиой циклической свертки 
вещественных последовательностей, используемым для свертки комплекс- 
ных последовательностей. 
Одним из способов определения поля комплексных чисел является рас- 
ширеиие поля вещественных чисел с помощью неприводимого многочлена 
р (х) = хз - 1. Комплексное умножение при этом определяется равенством 

е-{- {х = (а- bx) (c+ dx) (mod x*+ }). 

Используя это определеиие, преобразуйте алгоритм линейной свертки 
в алгоритм умножения комплексных чисел. 
а. Сколько умножений содержит алгоритм Винограда вычислеиия 16-то- 
чечной циклической свертки, если в качестве модулей используются только 
разложения 

x16 — J = (x — 1) (x + 1) (+ J) (x*+ D+ DP
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б. Предположим, что допускается разложение многочлена над полем ком- 
плексных рациоиальных чнсел, т. е. чисел вида а -| jb, rhe a BH 6 — раци- 
ональные числа. Сколько теперь потребуется комплексных умножений, 
если в качестве модулей допускаются многочлены, имеющие числа 1, +} 
в качестве коэффициентов? (Замечание: теперь комплексные числа счн- 
таются внутренними переменными и умножение на | не считается умно- 
жением.) 
в. Имеет ли алгоритм (6) преимущества перед алгоритмом (а)? (Указание: 
рассмотреть, является ли циклическая свертка вещественной или ком- 
плексной.) 

3.9. Выписать всю последовательиость равенств вычисления линейной (4х 
X 3)-свертки по алгоритму Винограда, основанному иа миогочлене 

m (x) = x2 (x + 1) (x — 1) + у. 

3.10. Для представлеиия в ЭВМ чисел с двойной точностью можно использовать 
запись числа в виде многочлена (1х -|- 4. Для такой записи чисел с двой- 

ной точностью выписать алгоритм умножения без округления, содержащнй 
три умноження и четыре сложения Чисел с одинарной точностью. 

3.11. Используя алгоритм 

£6 1 0 0 © 0 9 100] [в 100] 4% 

$1 -1 -! о го ого [2 ого ld, 

= | 1 -1 0 + Of JO O FY fej ДОН [42 

$3 0-1 -! о о Ито 1 1 0 

54 o o 1 0 9 O ft 0 1 101 
911 o1l 

и принцип трансформации 1), построить пять иовых алгоритмов. Чем онн 
интересны? 

3.12. Доказать, что для любого п > | в поле вещественных чисел лучший алго- 
ритм вычисления 

s (x) = g (x) d (x) (mod x"+ 1) 
содержнт больше умножений, чем лучший алгоритм вычисления 

s (x) = g (x) d (x) (mod x” — 1). 

3.13. Найти такие целые числа п и п’, что п < п’, но п-точечная циклнческая 
свертка требует большего числа умножений, чем п’-точечная цикличес- 
кая свертка. 

3.14. Используя знание быстрых алгоритмов свертки, построить алгоритм 3-то- 

чечного преобразования Фурье, Ук== У) о, = 0,1,2, содержащий 
1=0 

только два нетривиальных вещественных умножения. 
3.15. Построить алгорнтмы для следующих вычислений: 

a. s(x) = g(x) d(x) (mod x°-+ x-+ 1). 
6. s(x) = g(x) d(x) (mod x’). 
B. s (x) = g (x) d(x) (mod x*-+ x?+ 1). 

3.16. а. Сколько вещественных умножений требует описанный в разд. 3.1 
метод вычнсления циклической комплексной свертки по модулю х8 — 1? 
6. Сколько комплексных умножений требуется по теореме Винограда 
о сложности для вычисления в поле комплексных чисел циклической 
свертки по модулю многочлена х8 — 1? 
в. Объяснить все кажущиеся несоответствия. 

  

1) См. теорему 9.2.1. — Прим. перев.
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3.17. а. Предполагая, что все переменные являются незавнсимыми веществен- 

3.18. 

3.19. 

нымн величинами, доказать, что для вычнслення двух комплексных произ- 

ведений 
e-+ jf = (a+ je) (c+ jd), 

e+ if = (a + jb) (ce + jd), 
требуется выполнить шесть вещественных умножений. 
6. Сколько потребуется умноженнй для одновременного вычнсления следу- 
ющих двух комплексных призведений: 

e + jf = (a-+ jb) (c+ jd), 
e’ + jf’ = (a — jb) (c+ jd) 

В данном случае переменные повторяются. 
в. Сколько потребуется умножений для одновременного вычнсления сле- 
дующих двух комплексных произведений: 

e + jf = (a+ jb) (c+ jd), 
e’ + jf’ = (a — jb) (c — jd)? 

а. Доказать, что вычисление 

~~ 9 
Sy 5 & а: 

где все переменные являются комплексными, требует шести вещественных 

умножений. 
6. Доказать, что вычисленце 

г $ ’ = 4 / з „$// 

|= B ети | 
р °¢ = ° г wv = 977 9 

Sy + 181 18, &o di + jd 

где все переменные являются вещественными, также требует шести веще- 
ственных умноженнй. Таким образом, равенство нулю величин во и gi, 
как и в задаче а, не уменьшает числа необходимых умножений. 
в. Доказать, что вычисленне 

|*|=| бо ale | 
~~ 9 

51 —8&1 &o Ч 

где все переменные являются комплексными, требует шести вещественных 

умножений. 
г. Доказать, что вычнсленне 

с a of в ® e г os 

|e |= | Bo ee | 
a off — e и г г og 9 

$1 - 151 —i&i & di + jd; 

где все переменные вещественны, требует четырех вещественных Умно- 
жений. В этом случае равенство нулю переменных &‹ и &; уменьшает-необ- 
ходимое число умножений. 
Построить алгоритм 4-точечной циклической свертки над полем комплекс- 
ных чисел. Сравнить этот алгоритм с алгоритмом, основанным на БИФ 

и теореме о свертке. 

Замечания 

Без какой-либо общей теории первые быстрые алгоритмы сверток коротких 
длин были опнсаны Агарвалом и Кулн [1] (1977) в связи с развитымн ими много- 
мерными гнездовыми методами. Описанный намн общий метод был предложен 
Внноградом [2] (1978). Прнмеры нспользования этого метода приведены в моно- 
графни [4] 1980 г. Внноград также доказал [3] (1977) теоремы о сложности 
рассмотренных алгоритмов свертки для полей комплексных и вещественных 
чисел.



Глава 4 

БЫСТРЫЕ АЛГОРИТМЫ 

ДИСКРЕТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ФУРЬЕ 
  

Построение набора методов вычисления дискретного преобра- 
зования Фурье является одной из основных наших целей. Мы по- 
строим много таких методов, каждый из которых обладает раз- 
личными преимуществами перед другими и каждый из которых 
наиболее пригоден при соответствующих обстоятельствах. Основ- 
ных стратегий имеется две. Одна из них состоит в сведении дис- 
кретного преобразования Фурье к свертке, которая затем вы- 
числяется описанными в предыдущей главе методами. Другая 
стратегия состоит в переходе от одномерного преобразования 
Фурье к двумерному, которое вычисляется проще. Хорошие алго- 
ритмы вычисления дискретного преобразования Фурье для мини: 
мизации сложности вычислений используют обе эти стратегии. 

Многие из изучаемых нами алгоритмов не зависят от частных 
особенностей поля, над которым определено дискретное преобразо- 
вание Фурье. Поэтому мы часто будем опускать указание на 
конкретное поле и в этом случае алгоритм справедлив для любого 
поля. В других случаях, хотя общая идея алгоритма и не зависит 
от поля, над которым рассматривается дискретное преобразование 
Фурье, но некоторые детали алгоритма определяются спецификой 
поля. В этих случаях алгоритм должен строиться для конкретного 
интересующего нас поля. 

4.1. Алгоритм Кули—Тьюки 
быстрого преобразования Фурье 

Преобразование Фурье вектора у, 
п—1 

Vi = У of y;, 
- b=0 

в том виде, как оно записано, требует порядка п? умножений и 
п? сложений. Если Число п является составным, то имеется не- 
сколько способов перейти от этого преобразования Фурье к дву- 
мерному преобразованию или к чему-либо ему аналогичному. 
Это позволяет перевести вычисления в более эффективную форму,



4.1. Алгорнтм Кули—Тьюки быстрого преобразования Фурье 129 
—- 

  

  

БИФ-алгоритм Кули—Тьюки (1965) 

п=и’п” 

ИР v=0,..., n°—1; 

i7=0,..., n” — 1. 

k= nk’ +k kh =0,.,., 0° — 1: > 
К” = 0, ..., п" — 1; 

Oo atthe | tke with __ г г {” Cd 

V pee — У В Ё У у ое | 

t=0 t”=0 

Число умножений 

дип (п’ -| п”) п   
фииранибнинни» 

  
Рис. 4.1. БПФ-алгоритм Кули—Тьюки. 

но за это приходится платить усложнением структуры. Алгоритмы 
подобного сорта известны под общим названием быстрого преоб- 
разования Фурье (БПФ). На рис. 4.1 приведена структура БИФ- 
алгоритма Кули—Тьюки, изучаемого в данном разделе. Рис. 4.1 
интересно сравнить с рис. 4.8 из разд. 4.3, на котором приведена 
структура БПФ-алгоритма Гуда— Томаса. 

Для построения БИФ-алгоритма Кули—Тьюки предположим, 
что п = п’п”. В выражении для преобразования Фурье сделаем 
следующую замену записи каждого индекса: 

И, Г = 0, ..., п’ — 1, 

Г = 0, ..., п” — 1, 

k=n'k' +k’, К = 0, ..., п’ — 1, 

Е” = 0, ..., п” — 1. 
Тогда 

п"—1| п’ 

У пень = У У (Ри) пин. 

i"=0 i’=0 

Раскроем скобки в показателе степени и положим ®" = фи 
«"” = В. Так как порядок элемента ® равен п’и”, то член 
w@n'n’i’k’ — | можно опустить. Определим теперь двумерные пере- 
менные, которые тоже обозначим через у и У, задавая их равен- 
ствами 

i’ = 0, eooey n’ — I, 

Ut", i7 Отт”, i” __ 0 n” __ 1, 
— 9 eoee#g9y 

р” = 0, eeoty п’ — 1, 

у,. „ — Ур», ” р Е’. К ИЕ”, k” —0, ..., n” — 1.
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Индексы Индексы 

19 точек 15 точек 

ма входе на выходе 

о] 1 2134 316| 9| 12 

» s| ol 71 sl 9 =) Thal 7] tol > 
10/1 12 143 | 84 5] 8] tb} 14 

omobpameHue Вычисление отобрамение 

Индексы Индексы 

21 тоики 71 точки 
на дходе на Выходе 

0 

1 

2 = = - 
3 о] 1 21314 5 6 0136: 91151 

» 71 81] 9liol ty) 12/13 » i141 71 10] 13 | 161 19 > 
: 14715] 164477 18] 19] 20 2151811 14 117] 0 

19| отображение Выцисление отображение 

Рис. 4.2. Примеры переиндексации по методу Кули—Тьюки. 

При этом векторы входных и выходных данных преобразуются 
в двумерные массивы. Заметим, что компоненты преобразова- 
ния \ упорядочены в таблице не так, как компоненты сигнала у. 
Это упорядочивание известно под названием адресного тасования. 
В терминах двумерных переменных формула преобразуется к виду 

n’—l п”—1 

Ук. в = № pie’ | ote >, он |. 
i7=0 ‘= 

Хотя для понимания эта формула более трудна, чем исходная, 
но число входящих в нее умножений и сложений существенно 
меньше. А именно, она содержит не более п (п’ + п” + 1) ком- 

плексных умножений и п (п’- п” — 2) комплексных сложений 
вместо п? комплексных умножений и 1? комплексных сложений 
исходной формулы. 

Визуально БИФ-алгоритм Кули—Тьюки выглядит как ото- 

бражение двумерной таблицы в двумерную таблицу, как показано 

на рис. 4.2 для примеров с п = 15 ип = 21. Вычисления состоят 

из И”-точечного дискретного преобразования Фурье каждого 

столбца, поэлементного умножения всех элементов таблицы соот- 

ветственно на ®!*” и п’-точечного дискретного преобразования 

Фурье каждой строки. 

Чтобы для комплексного входного вектора у подсчитать пол- 

ное число комплексных умножений и комплексных сложений, 

предположим, что внутреннее и внешнее преобразования Фурье 

вычисляются обычным способом, содержащим соответственно 

(п”) и (п’) комплексных умножений и п” (п” — 1 ип (п — 1)
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75 mover 

      
   

  

25 pa3 J pasa 

25 mover 

3~Mmoyeqnoe 5 раз Sposa 
преобразование 

Фурье 

5-тоцечнов 5-точенное 
преобразодалие преобразование 

Фурье Dypoe 

Рис. 4.3. Структура 75-точечного БПФ-алгоритма Кули — Тьюки, 

комплексных сложений. Каждое из этих преобразований Фурье 
используется п’и п” раз соответственно. Помимо этого имеется 
п’п” комплексных умножений на множители «регулировки» ®!””. 
Таким образом, полное число умножений, М. (п), и полное число 
сложений, А, (п), в данном случае равны 

М, (п) = п’ (п) + п" (п/)* + п’п" = па’ п" +1, 
A,(n) = n'n" (n" — 1) 4+ n'n' (n’ — 1) =n(n' +n" — 2), 

что и утверждалось ранее. Среди умножений имеются и тривиаль- 
ные умножения на 1. Это происходит всякий раз, когда в множи- 
теле регулировки целые числа Г или Е” в показателе обращаются 
в нуль. При желании алгоритм можно перестроить так, чтобы 
выкинуть эти умножения; тогда число комплексных умножений 
станет равным 

М. (п) = п (тп) + — и — = 
=(n—I (nr +n") + (n+ 1). 

Внещнее и внутреннее преобразования Фурье в свою очередь 
могут быть вычислены с помощью быстрых алгоритмов, не обя- 
зательно с помощью БИФ-алгоритма Кули—Тьюки. Тогда для 
числа комплексных сложений и для числа комплексных умноже- 
ний, входящих в БПФ-алгоритм Кули—Тьюки, получаем соот- 

ношения 

М. (п) = п’ М. (п”) + п” Ме (п’) п, 
A,(n) = n'A,(n") + n"A, (n’), 

где новые члены, стоящие в правых частях равенств, обозначают 
числа комплексных умножений и комплексных сложений, входя- 
Щих соответственно в П’-точечный и п”-точечный быстрые алго- 
ритмы преобразования Фурье. Конечно, если п’ или п” опять яв- 
ляется составным числом, то меньшее преобразование опять
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Рис. 4.4. Разбиение БПФ-алгоритма Кули-—’Тьюки иа подпрограммы.
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можно вычислять с помощью БИФ-алгоритма Кули—Тьюки. 

На этом пути преобразование длины п = и: может быть пред- 
i 

  

ставлено в такой форме, в которой требуется выполнения п У 
1 

комплексных умножений. На рис. 4.3 показан один из многих 
способов разбиения 75-точечного преобразования Фурье. Каждый 
из узлов этого рисунка можно представлять себе как обращение 
к подпрограмме. Если вычисления реализуются с помощью такого 
азбиения на подпрограммы, то один из способов организации 

программного вычисления показан на рис. 4.4. На самом нижнем 
уровне вычислений находятся 3-точечное и 5-точечное преобразо- 
вания Фурье, выполняемые буквально. Позже мы построим малый 
БИФ-алгоритм Винограда, который можно использовать на этом 
уровне в качестве подпрограммы. Малые БПФ-алгоритмы Вино- 
града представляют собой сильно оптимизированные процедуры 
вычисления преобразования Фурье для длин, являющихся про- 
стым числом или степенью простого числа. 

4.2. Алгоритм Кули—Тьюки 
по малому основанию 

Во многих приложениях, в которых используется алгоритм 
Кули—Тьюки, длина преобразования равна степени двух или 
четырех. Для построения БПФ-алгоритма длина 2” преобразо- 
вания представляется в виде 2.2"—! или 271.2. В этом случае 
говорят о БПФ-алгоритме Кули—Тьюки по основанию два '). 
Аналогично, длина 4” преобразования разлагается в виде 4. 4"—! 
или 4”-1.4, и тогда говорят о БИФ-алгоритме Кули—Тьюки 
по основанию четыре. Если в 2”-точечном алгоритме Кули—Тьюки 
по основанию два полагается п’= и п” = 2т-—1, то он назы- 
вается БПИФ-алгоритмом Кули—Тьюки по основанию два с проре- 
живанием по времени. Используя тот факт, что В = 6"/? = — 1, 
в этом случае уравнения, задающие БИФ, можно записать в следу- 
ющем простом виде: 

п/2—1 п/2—1 

Ук = 2 070g; + oF x hyp say, 
==0 

—_ 

п/2—1 п /2-1 k = 0, og п/2 — 1, 

Уно = > w7tky, ; __ ое > why. iy. 

ne 

т) Термин «по основанию два» относится к факту записи индексов по осио- 
ванию два. Компоненты данных могут быть представлены в любой системе счис- 
Ления, в частности по основанию два.
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Прореживание по времени разбивает множество компонент вход- 
ного вектора на два подмножества: множество компонент с чет- 
ными индексами и множество компонент с нечетными индексами. 
Множество компонент выходного вектора разбивается при этом 
на множество первых п/2 компонент и множество вторых п/2 
компонент. 

2т-точечный БПФ-алгоритм Кули—Тьюки по основанию 
два, в котором п’ = 27—11 и п” = 2, называется БПФ-алгоритмом 
Кули-—-Тьюки по основанию два с прореживанием по частоте. 
Уравнения БПФ в этом случае преобразуются к виду 

п/2—1 

V op? — ру (ог, 1. О” п/2) о27”Ё", 

n/2—1 k' —0, ce y n/2 — 1, 

Ут = 2. (U4: — Vi?+n/o) wh’ ay 2t7R’ 

Прореживание по Частоте разбивает компоненты входного век- 
тора на два подмножества, содержащие соответственно первые 
п/2 компонент и вторые п/2 компонент. Компоненты выходного 
вектора разбиваются на подмножество компонент с четными ин- 
дексами и подмножество компонент с нечетными индексами. 

Алгоритм с прореживанием по времени и алгоритм с прорежи- 
ванием по частоте отличаются структурой и последовательностью 
вычислений, хотя имеют одно и то же число операций Характе- 
ристики алгоритмов совпадают, но пользователь может предпо- 
честь один из них из соображений реализации. Мы подробно рас- 
смотрим только характеристики алгоритма с прореживанием 
по времени. 

Алгоритм с прореживаниём по времени сводит п-точечное пре- 
образование Фурье к двум (л/2)-точечным преобразованиям Фурье 
с некоторыми дополнительными сложениями и умножениями. 
Часть из умножений представляют собой умножения на единицу 
или +7. Они тривиальны и не требуют действительного вычисле- 
ния. Чтобы обойтись без тривиальных умножений в алгоритме, 
их следует обрабатывать отдельно. Иногда конструктор предпо- 
читает включить в процедуру вычисления все умножения, даже 
тривиальные. 

Алгоритм с прореживанием по времени работает рекурсивно, 
разбивая на каждом шаге п-точечное преобразование на два 
("/2)-гочечных преобразования, которые, в свою очередь, раз- 
биваются точно таким же образом. Из уравнений ясно видно, что 
число М. (п) комплексных умножений п-точечного БИФ удовле- 
творяет рекуррентному уравнению 

M, (n) = 2M, (n/2) + n/2,
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а число Ас (п) комплексных сложений удовлетворяет рекуррент- 
ому уравнению 

ному A, (n) = 2A, (n/2) + n, 

где п равно степени двойки. Решения этих уравнений даются 

равенствами 
М. (п) = (п/2) 105. п, А, (п) = п 10в, п. 

Комплексные умножения можно реализовать алгоритмом с че- 

тырьмя вещественными умножениями и двумя вещественными 
сложениями. В этом случае характеристики БПФ по основанию 

два даются равенствами 

Мь (п) = 21 108, п, Ap (n) = 3n log, n. 

Альтернативный алгоритм выполнения комплексного умножения 

содержит три вещественных умножения и три вещественных 

сложения. В этом случае характеристики имеют вид 

Ма (п) = (3/2) п 0. п, Ав (п) = (7/2) пов, п. 

Теперь предположим, что мы хотим построить алгоритм, 

в котором выброшены все тривиальные умножения. Тогда полу- 

ченные нами характеристики сложности алгоритма улучшатся. 

Тщательный анализ алгоритма показывает, что все умножения 
на самом внутреннем шаге алгоритма тривиальны и имеют вид 

умножений на (—1)* для Е = 0, 1; все умножения на следующем 
шаге тривиальны и имеют вид умножений на ]* для k= 0,1, 2, 3; 
на последующих шагах число тривиальных умножений равно 

п/4, п/8,.... Следовательно, число комплексных умножений 

равно 
М. (n) = (n/2) (—3 +b log, n) + 2. 

Используя для реализации комплексного умножения алгоритм 
с четырьмя вещественными умножениями и двумя вещественными 
сложениями, для БПФ-алгоритма по основанию два получаем 

Mp (n) = 2n (—3 + log, n) + 8, 

Ав (п) = 3n (—I + log, n) + 4. 

Используя для комплексного умножения алгоритм с тремя веще- 
ственными умножениями и тремя вещественными сложениями, 
получаем характеристики 

My (n) = (3/2) n (—3 + log, n) + 6, 

Ан (п) = (1/2) п (—9 + Пов, п) + 6. 

Еще немного можно улучшить алгоритм, если воспользоваться 
свойством симметрии тригонометрических функций. Заметим, что 

тв = (1— А/Я. 
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Умножение на эту комплексную константу требует всего двух 
вещественных умножений и двух вещественных сложений. Таких 
умножений на шагах 3, 4,... алгоритм содержит соответственно 
п/4, п/8,.... Их можно реализовать с помощью специальной 
процедуры умножения. При этом в зависимости от выбранной 
реализации комплексного умножения характеристики алгоритма 
будут даваться равенствами 

Mp (n) = n (—7 + 2 log, n) + 12, 
Ap (n) = 3n (—1 + log, n) + 4 

Mp (n) = (1/2) n (—10 + 38 log, n) + 8. 

Ap (n) = (1/2) n (—10 + 7 log, n) + 8. 
Как мы видим, Число вариантов алгоритма Кули—Тьюки 

весьма велико, но мы еще не перечислили все возможности; 
имеются и другие возможности улучшения алгоритма. На рис. 4.5 
приведены характеристики некоторых БИФ-алгоритмов Кули— 
Тьюки. В Таблицу помимо обычной формы алгоритма Кули— 
Тьюки включен БПФ-алгоритм Рейдера—Бреннера. Этот БИФ- 
алгоритм является модификацией алгоритма Кули—Тьюки, осно- 
ванной на том, что с помощью переупорядочивания уравнений 
БПФ некоторые умножения на комплексные константы можно 
заменить умножением на вещественные константы. 

Алгоритм Рейдера—Бреннера можно строить, исходя из урав- 
нений для алгоритма с прореживанием по времени, но мы пред- 
почитаем отталкиваться от уравнений для алгоритма с прорежи- 
ванием по частоте: 

ИЛИ 

п/2—1 

Vox = № (де -- би) ФА, 

и k=0, ..., 2—1, 
У — У, (о: — Vi+n/2) wo! ek, 

Определим рабочий вектор а равенствами 

0, i=Q0O, 

= | (vt — 9111/21] т (2пИ/п)], i=1, ..., n/2—1, 

и положим 
12—11 

A, = У, 2 а,, Е = 0, ee ey n/2 —1. 
{=0 

Так как 
п/2—1 

Ans — Ap = У, о2с, (62 — |) = 

i=0 
n/2—1 n/2—1 

= )} w%wta2;sin(Qni/n) = У (а — бт) обо, 
{—0 {=}
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0 i= 0 
“=| 

  

1 (би — 929 (Qni/n)} iz, ..., n/2—1 

n/2~1 

A, = У, az"? k=0,..., n/2—1 
1—0 

п /2-1 

У = У (Ри) wt КО, ..., п/2— 1 
1—0 

Уи = Авт — Ак + (0 — 91/2) К = 0, 3 ni2— 1     
  

Puc. 4.6. БИФ-алгоритм Рейдера-—Бреннера. 

то величины Узьа1 И А, связаны равенствами 

Vorti = Anti — An + (Vo — Ув). 

Таким образом, умножение на комплексные константы ®й уда- 
лось заменить на умножения на мнимые константы [27 зт (2 /п) |", 
что уменьшает вычислительную сложность. Необходимо, однако, 
проследить, чтобы не произошло переполнение по длине слова 
потому, что когда и велико, а ё мало, новые константы становятся 
весьма большими. 

Вкратце форма алгоритма показана на рис. 4.6. Каждое из 
двух (п/2)-точечных дискретных преобразований Фурье можно 
в свою очередь разбить точно таким же образом. На каждом 
шаге алгоритма требуется (п/2) — 2 умножений комплексных 
чисел на мнимые, для чего в итоге используется п — 4 веществен- 
ных умножений. (Мы предпочли избежать умножения на 1/2 
при #, равном п/4.) На каждом шаге алгоритма всего имеется 2п 
комплексных или 4п вещественных сложений. Характеристики 
алгоритма Рейдера—Бреннера описываются рекуррентными урав- 
нениями 

Мв(п) =п— 4 2Ма(п/2), Ав (п) = 4п + ЗАв (п/2) 
при начальных условиях Мр (4) = 0, Ар (4) = 16. Здесь He 
учтены имеющиеся на двух самых внутренних шагах умножения 
на (+1) и (+). 

Вместе с другими формами БПФ-алгоритма Кули—Тьюки на 
рис. 4.5 приведены характеристики БПФ-алгоритма Рейдера— 
Бреннера. Отметим, что полностью оптимизированные БПФ- 
алгоритмы по основанию 2 для малых длин содержат меньше 
сложений. Это позволяет предложить гибридный алгоритм: раз- 
бивать преобразование Фурье по алгоритму Рейдера—Бреннера 
до тех пор, пока не достигнем длины 16, а затем переходить на 
полностью оптимизированный алгоритм. Использование на самом 
внутреннем этапе рассматриваемого в разд. 4.6 16-точечного 
БИФ-алгоритма Винограда позволяет еще больше улучшить



4.2. Алгоритм Кули—Тьюки по малому основаиию ]39 
  

  

езультаты. Характеристики гибридного алгоритма описываются 
теми же рекуррентными уравнениями, но с начальными условиями 
Ма (16) = 20, Ap (16) = 148. 

Очень популярны также БИФ-алгоритмы Кули—Тьюки по 
основанию 4. Они могут быть использованы в случаях, когда 
длина преобразования п равна степени 4, и получаются ее разло- 
жением в виде 4.4”"—1 или 4"—1.4. Мы рассмотрим БПФ-алгоритм 
Кули—Тьюки по основанию 4 с прореживанием по времени. 
Уравнения этой формы БИФ можно получить простой подста- 
новкой П’= 4 ип" = п/4 в приведенные на рис. 4.1 общие урав- 

нения БИФ-алгоритма Кули—Тьюки. При А = 0, ..., n/4 — 1 
соответственно имеем 

            

| Г Г wa-1 - 
’, 1 1 1 1 у а 

i=0 

. . в/4-1 

У 1 -j —1 J} lo" у А, at 
i=0 

— п/4-1 . 

Vian 1 -1 1 — 1} [a у al 
i=0 

. . п/4-—1 

И нид 1 J -l -J w* у al 
- м ЧЁ #=0 J 

Для каждого из п/4 рассматриваемых значений индекса Е такое 
матричное уравнение определяет четыре компоненты преобразо- 
вания. Этот метод позволяет п-точечное преобразование Фурье 
заменить четырьмя (п/4)-точечными преобразования Фурье и не- 
которыми дополнительными вычислениями. Из выписанного урав- 
нения следует, что для каждого Е имеется только три различных 
комплексных умножения и 12 комплексных сложений. Самый 
внутренний шаг — 4-точечное преобразование Фурье — вообще 
не содержит умножений. 

Число сложений можно еще уменьшить. Для этого перепишем 
последние уравнения для А = 0, ..., п/4 — | в виде 

a 7 Г = Г Г ^^! 7 

и, ого того Ут о“. 

Я 0 1 0 -j 1 0 -1 Of fo YO wMn,,,, 

Vin 1 0 —} 0 0 ] 0 1 о > wo Uses 

                козни 0 ] 0 J 0 1 09 -Н |w >: © Из
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Разложив исходную (4х 4)-матрицу в произведение двух, мы полу- 
чили 8 сложений вместо 12. Это дает окончательную форму БПФ- 
алгоритма Кули—Тьюки по основанию 4. Характеристики алго- 
ритма описываются равенствами 

М. (п) = (3/4) п (105. п — 1) = (3/8) п (log, n — 2), 

A, (n) = 2n log, n = n log, n 

для Числа комплексных умножений и сложений соответственно. 
Если для вычисления комплексных умножений используется 

алгоритм с тремя вещественными умножениями и тремя веще- 
ственными сложениями, то характеристики описываются равен- 
ствами 

Mp (n) = (9/8) п (10, п— 2), Ар (п) = (25/8) п1ов» п — (9/4) п. 
Можно получить и лучшие результаты, если вложить в про- 

грамму способность выловить все умножения на (1) и на (-]) 

или на нечетные степени элемента (1/2) (1 — ], поскольку они 
не требуют трех вещественных умножений, и убрать их из алго- 
ритма. Тогда характеристики будут даваться равенствами 

43 9 16 
Mp (п) = = nlog.n —=5-n+-4-, 

25 43 16 
Ap (n) = = nlog.n— ar n+-s. 

Характеристики БПФ-алгоритма Кули—Тьюки подытожены на 
рис. 4.7. 

  

  

  

Основной алгоритм Полиостью оптимизированное * 

комплексного БИФ комплексное БПФ 
по основаиию 4 по основаиию 4 

Длина Число Число Число Число 
n вещественных вещественных вещественных вещественных 

умножений сложений умножений сложений 

4 0 16 0 16 
16 36 164 20 148 

64 288 1 128 208 975 

256 1 728 5 824 ] 392 5 488 
1024 9 216 29 696 7 856 28 336 

4096 46 080 144 384 40 642 138 928 

* Комплексное умножение с использовавием 3 вещественных умножений и 3 веществен- 
вых сложений. 
Трнвнальиые умиожения Ha +1] HNN +f ие учитываются. 

Рис. 4.7. Характеристики некоторых БИПФ-алгоритмов по основанию 4.
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4.3. Алгоритм Гуда—Томаса 
быстрого преобразования Фурье 

  

Алгоритм Гуда—Томаса с использованием простых делителей 
представляет собой БИФ-алгоритм второго типа. Концептуально 
он несколько сложнее алгоритма Кули-—Тьюки, но в вычисли- 
тельном отношении несколько проще. Показанный на рис. 4.8 
алгоритм Гуда—Томаса представляет собой другой способ отобра- 
жения линейной последовательности ‚ из й = n'n” целых чисел 
в (п’х п’)-таблицу, преобразующего одномерное преобразова- 
ние Фурье в двумерное преобразование Фурье. Лежащая в основе 
отображения идея сильно отличается от идеи алгоритма Кули— 
Тьюки. Теперь числа и’и п” должны быть взаимно простыми, 
а основой отображения линейной последовательности в таблицу 
служит китайская теорема об остатках. Обращаясь к рис. 4.9, 
мы видим, как переупорядочены входные данные. В двумерную 
таблицу они выписываются, начиная с верхнего левого угла, 
вдоль «расширенной диагонали». Поскольку число строк таб- 
лицы взаимно просто с числом ее столбцов, расширенная диаго- 
наль последовательно проходит через все элементы таблицы. 
После выполнения над этой таблицей двумерного преобразования 
Фурье компоненты преобразования оказываются записанными 
в двумерной таблице по иному правилу, чем были записаны ком- 
поненты преобразуемого вектора. Способ упорядочивания вход- 
ной и выходной таблиц будет описан ниже. 

  

БПФ-алгоритм Гуда—Томаса (1960—1963) 

п = л’п”, где л’и п” взаимно просты 

Перестановка входных индексов: 

i’ = i (mod n’) i= VN'n" + ГМ’и’ (топ), 
}-- где 

Nin’ + Ми" = 1. 
” i” = i (mod n") 

Перестановка выходных индексов: 

К’ — N’k (mod n’) 

hk” = N'k (mod м”) 

n-1 п"—1 me 

Viv р" — У pi? ГУ Y cea} 

t’=0 t”=0 

|= k= л”№’- п’ (mod n), 

    Число умножений д п (и’ - п’) 
——-Ц__ 

Рис. 4.8. БПФ-алгоритм Гуда— Томаса.
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Индексы Инденсь 

15 точек {5 mover 
Ha входе Ha 66rrA00e 

0 0 
1 ! 
2 2 
3 0 3 6 9 | 12 01] 6 12 3 9 3 

> 5 8 | 11: 1412 > 10 1 7113 4 > 

10 | 13 1 4|7 5111 2 8 [| 14 

13| отображение вВыиисление отпоброжение | 13 
14 14 

Шидексв Инденсв/ 
21 точки 271 точки 
на блобе Ha выходе 

0 0 

J i 

2 2 
3 0 | 15 9 3 | 18 112 6 0 3 6] 9] 12115 | 18 3 

> 7 11151101 4119113 » 7110) 13 | 16] 19 1 4a > 

141 8 2117] 5:20 14117:20| 2 4 8111                                     
| 19 | отобраление Выцисления олображение | 1$ 
20 20 

Рис. 4.9. Примеры переиндексации по методу Гуда—Томаса. 

Построение БПФ-алгоритма Гуда—Томаса основано на китай- 
ской теореме об остатках для целых чисел. Входные индексы 
задаются вычетами по правилу 

ef un 

i =i (moda'), i” =i (mod n’”), 

Это правило представляет собой отображение индекса i Ha расши 
ренную диагональ двумерной таблицы, элементы которой зану- 
мерованы парами индексов (Г, Г’). Согласно китайской теореме 
об остатках, существуют такие целые числа № и №”, что выпол- 
няется равенство 

i — iN’ nn” —- ГМ’ и’ (mod п), 

где 

Ми’ -- Ми" = |. 

Выходные индексы определяются несколько иначе. Пусть 

к’ = М”Е (тод п’), К” = МЕ (mod n’). 

Эти равенства можно переписать в эквивалентном виде 

Е = ((N" пой п’) Е modn’), k” = ((№ modn")k modn"). 

Выходные индексы Ё вычисляются по правилу 

Е =пР + ПЕ” (то4 п). 

Для проверки этого равенства выпишем; 

Е = п" (МЕ Qn’) + 1’ (NR + Qn") (mod a’n”) = 

= k(n"N" + n'N') (mod n) = k.
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В этих новых индексных обозначениях формула 

  

п 1 

Vi = № ©, 
i=0 

преобразуется к виду 

п"—1 п’— 
У (ММ п”) (n° nk Vy, 

Var п’ — 

i”“=0 i’=0 
"N’n?-+Li"?N’n o. 

Выполним умножения в показателе степени. Поскольку поря- 
док элемента ® равен П’и”, то члены с этим показателем пропа- 
дают. Тогда выписанное выше преобразование индексов для эле- 
ментов входной ц выходной таблиц дает 

п’—1 п” 
Ver. в" = у у cy NC")? Е’ N’(n’)2 rR Oye p= 

Ро 2—0 
п’—1 п” 

= YD pee yton, eo 
2—0 2—0 

где В = oN")? wy = о№’("°®. Элементы В и\ф являются про- 
стыми корнями из единицы степеней п’и п", задающими п’ -точеч- 
ное преобразование Фурье и И”-точечное преобразование Фурье 
соответственно. Чтобы увидеть это, достаточно заметить, что 
В = (‹"")№"”. Так как ®"” = е-Р”/"'’ и Ми” = 1 по модулю п’, 
то В = е!? т". Аналогичное утверждение справедливо и для 
элемента /. 

Уравнение теперь записано в форме двумерного (п’'Х п”)- 
точечного преобразования Фурье. Число умножений и число 
сложений равно примерно п (м’ -|- п”). Преобразование Фурье 
по строкам и по столбцам, если соответствующая размерность 
задается составным числом, можно в свою очередь упростить, 
применяя алгоритм БПФ. Таким образом, если длина п преоб- 
разования разлагается в произведение простых множителей пр, 

то описанная форма БПФ-алгоритма требует примерно п Уп 
1 

умножений и столько же сложений. 
Для вычисления преобразования Фурье можно пользоваться 

как БПФ-алгоритмом Кули—Тьюки, так и БИФ-алгоритмом 

Гуда—Томаса. Можно даже строить алгоритмы, содержащие 
БПФ-алгоритм Кули—Тьюки и БПФ-алгоритм Гуда—Томаса 
одновременно. Например, используя БПФ-алгоритм Гуда—То- 
маса, можно 63-точечное преобразование Фурье разбить на 7-то- 
чечное и 9-точечное; используя далее БПФ-алгоритм Кули— 
Тьюки, 9-точечное преобразование можно разбить на два З-точеч- 
ных преобразования. Вычисления при этом преобразуются 

в форму, аналогичную трехмерному (3х3хХ7)-преобразованию
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Рис. 4.10. Некоторые способы построения 1000-точечного преобразования Фурье. 

Фурье. На рис. 4.10 показано несколько способов разбиения 
1000-точечного преобразования Фурье на преобразования мень- 
шего объема. Каждый из способов содержит 2-точечный модуль 
три раза и 5-точечный модуль три раза. Но все процедуры суще- 
ственно различны, так как малые модули используются в разной 
последовательности. Число умножений и сложений, чувствитель- 
ность алгоритма к погрешностям вычислений и легкость реализа- 
ции алгоритма различны. 

4.4. Алгоритм Герцеля 

Значение одной компоненты преобразования Фурье можно 
вычислить по правилу Горнера, дающему один из способов вы- 
числения многочлена 

U(X) = бах" оао... Нах Но 
в некоторой точке В. Правило Горнера, записанное в виде 

v(B) = (.-- ((On-aB + Une) В -Р биз) ВН... а) ВН, 
требует п — 1 сложений и п — 1 умножений в поле элемента В. 
Если все различные степени элемента В вычислены заранее,
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то правило Горнера не дает никаких преимуществ по сравнению 
с прямым вычислением. Преимущество правила Горнера состоит 
в том, что оно не требует предварительного вычисления и запоми- 
нания этих степеней. 

Если В = ®*, то правило Горнера вычисляет Ё-ю компоненту 
преобразования Фурье посредством п — 1 комплексных умноже- 
ний и nm — 1 комплексных сложений. Более эффективным для 
этого вычисления является алгоритм Герцеля. 

Алгоритм Герцеля представляет собой процедуру вычисления 
дискретного преобразования Фурье. Он позволяет уменьшить 
число необходимых умножений, но на очень малый множитель. 
Он не принадлежит к алгоритмам БПФ, так как его сложность 
по-прежнему пропорциональна п”. Алгоритм Герцеля полезен 
в тех случаях, когда требуется вычислить малое число компонент 
преобразования Фурье, — как правило, не более чем log, n 
из ий компонент. Так как БПФ-алгоритмы вычисляют все ком- 
поненты преобразования, то в этих случаях приходится выбрасы- 
вать ненужные компоненты. 

Для вычисления одной компоненты преобразования Фурье 
п 1 

У, = »} ®!№0; рассмотрим многочлен р (х) = (х — ®") (х — в"). 
i=0 

Он представляет собой многочлен наименьшей степени с веще- 
ственными коэффициентами, для которого элемент «-* является 
корнем. Это минимальный многочлен элемента © над полем 
вещественных чисел, и он равен 

p(x) = x* — 2cos (= k) х--1. 

Пусть 
п 1 

v(x) = Уи: 
i=0 

и запишем 
v (x) = p (x) Q (x) + 5 (). 

Многочлен-частное О (х) и многочлен-остаток г (х) могут быть 
найдены с помощью алгоритма деления многочленов. Тогда вели- 
чина У, может быть вычислена по остатку согласно равенству 

VY, = 0(o*) = r(o*), 

так как по построению величина р (®*) равна нулю. Большая часть 
работы приходится на деление многочленов. Если коэффициенты 
многочлена я (х) являются комплексными, то для его деления на 
многочлен р (х) требуется 2 (п — 2) вещественных умножений; 
если же коэффициенты многочлена V (x) являются вещественными, 
то требуется п — 2 вещественных умножений. Аналогично, не- 
обходимое число сложений в комплексном случае равно 4 (п — 2), 

а в вещественном 2 (п — 2).
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Замечания: Входные данные вещественные или комплексные. 

. А = 2 cos пр. 

  

- Г (*) остается в регистре сдвига после завершения деления 

‚ Для каждого Ук своя цепь деления. 

— _.k - Va= ory + г. 

Рис. 4.11. Блок-схема алгоритма Герцеля. 

Так как степень многочлена г (х) равна единице, то для вы- 
числения г (*^) требуется только одно комплексное умножение и 
одно комплексное сложение. Таким образом, при комплексном 
входе для вычисления одной выходной компоненты алгоритму 
Герцеля требуется 2п — 1 вещественных умножений nu 4n — | 
вещественных сложений. 

Блок-схема алгоритма Герцеля показана на рис. 4.11. Эта 
схема имеет форму авторегрессионного фильтра. Это является 
следствием того, что схема деления многочленов имеет форму 
авторегрессионного фильтра. После ввода многочлена о (х) цепь 
на рис. 4.11 будет содержать остаток г (х) от деления многочлена 
о (*) на многочлен р (х). Частное 0 (х) интереса не представляет 
и поэтому отбрасывается.
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4.5. Вычисление преобразования Фурье 
с помощью свертки 

Одним из эффективных способов вычисления дискретного пре- 
образования Фурье 

п—1 

Va = У оо, 
i=0 

является сведение к вычислению свертки. Это может показаться 
странным, так как мы уже знаем, что хорошим методом вычисле- 
ния свертки является использование БИФ и теоремы о свертке. 
И на самом деле, возможно поэтому, многие годы рассматриваемые 
в данном разделе методы привлекали мало внимания. Сейчас, 
однако, стало понятно, что иногда выгодно вычислять преобразо- 
вание Фурье сведением к вычислению свертки, а иногда, наобо- 
рот, выгоднее вычислять свертку через преобразование Фурье. 
Что еще удивительнее, иногда выгодно вычислять свертку через 
преобразование Фурье, реализуя при этом преобразование Фурье 
через алгоритм вычисления свертки, хотя и на длинс, отличной 
от исходной. 

Два различных способа перехода от преобразования Фурье 
к свертке дают чирп-алгоритм Блюстейна и алгоритм Рейдера для 
простых чисел (см. рис. 4.12). Алгоритм Блюстейна переводит 
п-точечное преобразование Фурье в п-точечную свертку и 2п 
дополнительных умножений. Алгоритм Рейдера переводит п- 
точечное преобразование Фурье в (п — 1)-точечную свертку, но 
только для простых чисел п. 

Алгоритм Блюстейна менее полезен, но проще в описании, 
так что мы начнем с него. Он описывается равенством 

n—] 

Vn = в В (Во), 
#—0 

где В равно квадратному корню из ©. В этом варианте преобра- 
зования Фурье производятся следующие вычисления: 

п 1 n—\ п] 

в—** у В —)* (В-о;)'= у Bu; = у фо; = У.. 
i=1 i=0 i=0 

Чирп-алгоритм содержит п поточечных умножений 9; на В-?, 
циклическую свертку с В в КИО-фильтре с п отводами и следую- 
щие за этим п поточечных умножений на В-*. Поэтому полное 
число операций по-прежнему имеет порядок п”, так что чирп- 
алгоритм асимптотически не эффективнее прямого вычисления 
преобразования Фурье. Однако в некоторых приложениях он 
допускает более простую аппаратурную реализацию. Кроме того,
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Ui 

Yupn-anzopumm Блюстейна 

n—-4 

в* х pre ra yg 
= 

АИО-фильтр и 
с п отводами ; k 

Yupn Чарт 

  

      

Илгоритм Вейдера для простой длины 

Длина п преобразования являегися простым числом 

Использовать Я — примитивный элемент nong GF (n) 

(1,2,3,...,2- 1} ={r' п, м,.... п”!  тоа п} Aaa 
th -{n-rli 

= о i= rN Ka gh 
i=0 

n-1i n-1 

И = Уи Vi = vo + yoy; k=0,...,m-1 
i=0 i=0 

n—1 

Vo + 

i=1 

x” +) 

© Uz 

n-i 
Gy 

Vi = vot Do wo” v £=0,...,n-1 
J=1 

      

АИО-вильтр г Обратная       Перестановка (5-1) отводами перестановка 

| 
                  

  

        

      

  

Рис. 4.12. Сведенне преобразования Фурье к свертке. 
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прямое вычисление свертки можно заменить рассмотренными 
в гл. 3 алгоритмами быстрой свертки. 

Алгоритм Блюстейна содержит 2п умножений и свертку 
длины п. Более предпочтителен следующий алгоритм — алго- 
ритм Рейдера, — так как он не содержит 2п дополнительных 
умножений. Алгоритм Рейдера содержит только некоторые опе- 
рации по переиндексации входных данных и циклическую сверт- 
ку, длина которой теперь уже равна п — 1. 

Алгоритм Рейдера можно использовать для вычисления пре- 
образования Фурье в любом поле Ё, если только длина преобразо- 
вания И является простым числом. Так как п — простое число, 
то можно воспользоваться структурой поля СЁ (п) для переин- 
дексации компонент входного вектора. Поле СЁ (п) не следует 
путать с полем Р, в котором вычисляется преобразование Фурье. 

Выберем примитивный элемент л простого поля СР (п). Тогда 
каждое не превосходящее п целое число можно однозначно запи- 
сать в виде степени элемента л. Преобразование Фурье 

| 

У» = У о, Е = 0, eee, n— I, 
i= 

можно переписать, заменив индексы Ё и Е соответствующими 
степенями элемента mt. Индексы { и К принимают и нулевые значе- 
ния; эти компоненты входного и выходного векторов удобнее 
рассматривать отдельно. Тогда 

п 1 

Ус = » Ui; 
i=0 

п] 

Vp =% + > о, k=1,...,n=1. 
t= 

Пусть г (1 обозначает единственное для каждого фот { доп — 1 
целое число, такое что в поле СР(п) выполняется равенство 
ли == {, Функция г (1) является отображением множества 
{1,2, ....П— 1} на множество {1,2,.... П — 1}; она задает пе- 
рестановку на множестве {1, 2, .... п— 1}. Тогда У, можно за- 
писать в следующем виде: 

п] 
__ r(t) + (Е) V arte) = % № о" Dari): 

Так как г (1) задает перестановку, то можно положить { = r (k) 
и] =п—1—г() и выбрать ] в качестве индекса суммирова- 
Ния, это дает 

п 1 
1—7 

Ул = mu Or Oni
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или 

п 2 

У = - px wr! ly, 

где У; = Ури 9 =0, „1 — соответственно переставленные 

компоненты последовательностей входных и выходных данных. 
Теперь мы получили уравнение для вычисления циклической 

свертки последовательностей {0/} и {67}. Таким образом, пере- 
ставляя индексы входных и выходных данных, мы записали пре- 
образование Фурье в виде свертки. Однако для того вида, в кото- 
ром эти формулы выписаны, необходимое число операций для 
вычисления свертки опять имеет порядок п”. В следующем раз- 
деле мы скомбинируем алгоритм Рейдера для простой длины 
с алгоритмом Винограда для свертки и получим малый БПФ- 
алгоритм Винограда. 

Построим, используя алгоритм Рейдера, двоичное пятиточеч- 
ное преобразование Фурье, для которого 

4 

—= У од, Е = 0, oo ey 4, 

{—0 

где ® = е127/5. Сначала перепишем преобразование в виде 
4 

У = у ог, 
t=0 

4 4 

Vi, = 05 + Y wf0, = V_ + YD (w* — 1) 0;, k= 1, ..., 4, 
i=1 i=} 

4 
и будем заниматься только членами У) (®* — 1) v;. Элемент 2 

i=1 
в поле СЁ (5) является примитивным, и, следовательно, в этом 
поле выполняются равенства 

2=1, 2=2, 2=—4, 2 = 3, 

2=1, 2'=3, 2?=4, 23 = 2. 

Таким образом, 

| | 

3 
У: — Уз = У (02! — 1) о; 

i=0 

`В этой сумме легко узнается 4-точечная циклическая свертка. 
Выделим постоянные члены и определим фильтр Рейдера, задавая 
его многочленом & (х) над полем комплексных чисел, где 

g (x) = (@* — 1) x + (@* — м (0 — 1) x + (o —}) 
(с коэффициентами 5; = ®? — 1). Вход и выход фильтра описы- 
ваются многочленами, коэффициенты которых равны перестав-
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ленным компонентам векторов у и У. Итоговая форма 5-точечного 
алгоритма Рейдера задается уравнениями: 

4 (х) = 5х - их? Usx | U4, 

s (x) = (Уз — Vo) x® + (Va — Vo) x? + (V2— Vo) x + (Vi— Vo) 

s (x) = g (x) d (x) (mod x* — 1. 

Многочлен 5 (х) фиксирован. Многочлен 4 (х) образуется 
перестановкой коэффициентов многочлена о (х). Многочлен У (х) 
получается обратной перестановкой коэффициентов многочлена 
s (x). Схематически этот алгоритм представлен на рис. 4.13. 

Поучительно переписать алгоритм Рейдера в матричной фор- 
мулировке. Для 5-точечного преобразования Фурье такая фор- 
мулировка имеет вид 

      

и Rao ob Fb Ud) vo 

И, Го п а wo wl ju 

г, = 1] w? 02% w w? 02|. 

V; ро мор 

и } д о а va)       
Отсюда получаем Ух = vp + v, + Uy + Us + Ug H 

=
 we
 

lo
d 

V,- Vo w —-1 ЕЕ of -— 1 iu 

ии lo -1 of -1 wo - 1 wo - VY |e 
ии |Jw—-1 w' -1 wot - 1 wo — Ир 

V,- Vo wo — 1 w-—1 w—- 1 ao! — I [ve 

Правило перестановки алгоритма Рейдера приводит это равенство 
К эквивалентному равенству 

V,- VM w —-1 wo —1 wo - 1 w&’- TY [v1 

Уи _ lw —-1 o' -1 wo —1 o*— 1 из 

V,-V¥.| jot — fb o& - 1 wo! — 1 wo - И ра 
y,- № w— 1 w—-—!t wT! ow — И Jv 

в котором легко распознать матричную форму записи цикличе- 
ской свертки 

Vi — Vo 80 83 82 8:| Ш! 

Г. — 8: 80 8 82| | 
г. - 82 8: 80 83| |¥4 

г — № 83 82 8: 80| [12
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Вход 

(vo, Уз, 92, ИЗ. Va) 

Перестановка комронент входа 

  

3 2 
d(x) = v2 + Vat + 3х + Vy 

    
  

  
  

Циклическая свертка 

S(x) = в(х)а(х) (mod x* ~ 1) 

где 

g(x) = (ws — 1)x? + (wo* — 1)x2 + (wo? — Dx t+ ww — ND     
  

у   
  

    
  

Обратная перестановка компонент свертнки 

Vo = vo + v1 + #2 + Ug + 4 

VY, = 50 + Vo 

Vo= 51+ Vo 

г, = 55 + Vo 

г. = 5 2 + Vo 

Выход 

(У., ,, V3, .. у.) 

Рис. 4.13. Алгоритм Рейдера вычисления 5-точечного преобразования Фурье.
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где ю=®—1 g=w’—l, gg =o —1, £3 = oF — 

Идея алгоритма Рейдера переносится на случай, когда длина п 
преобразования равна степени нечетного простого числа. В этом 
случае, подобно тому, как нулевые компоненты временного и ча- 
стотного векторов обрабатывались отдельно, еще некоторое коли- 
чество компонент временного и частотного векторов должны обра- 
батываться отдельно. Это объясняется тем, что в кольце Z/(p”) 
не существует элемента порядка р" — 1. Теорема 5.1.8 (которая 
будет доказана в гл. 5) гарантирует, однако, что для простого 
нечетного р в этом кольце имеется элемент порядка р”-! (р — 1), 
и мы этим воспользуемся. 

При вычислении 

рт—1 

У, = » о, Е =0, ..., т— 1, 
{=0 

воспользуемся структурой кольца Z/(p™) для того, чтобы пере- 
упорядочить компоненты векторов. Эта структура описывается 
теоремой 5.1.8. Если 4 равно степени простого нечетного числа, 
то 7/(р") содержит циклическую подгруппу порядка р”-! (р — 1). 
Из (р” х р”)-матрицы \ = [®й] просто выбросим все вызы- 
вающие трудности строки и столбцы так, чтобы к оставшейся 
матрице размерности р”-! (р — 1) была применима идея Рейдера. 
Выброшенные строки и столбцы; будем обрабатывать отдельно. 
Как мы увидим в следующем разделе, обработку даже этих вы- 
зывающих трудности столбцов и строк можно организовать как 
вычисление еще меньших циклических сверток. 

Таким образом, вычисление р”-точечного преобразования 
Фурье, хотя и слишком нерегулярного для того, чтобы быть вы- 
числяемым как единое целое, можно реализовать в виде всего 
нескольких разумных фрагментов. 

Случай, когда длина преобразования равна степени двойки, 
является несколько более сложным и требует еще одного уровня 
вычислений. 

Это объясняется тем, что множество индексов, взаимно про- 
стых с Эт — множество нечетных индексов — не образует цикли- 
ческой группы по умножению. Как доказывается в теореме 5.1.8, 
это множество образует группу, изоморфную группе 72 Х Йм-2. 

Идея организации процедуры вычислений состоит в следующем. 

Из (2" х 2"”)-матрицы \ = [®#] выбрасываются все строки и 
столбцы с четными индексами, так что остается матрица размер- 

ности 9т-! Все оставшиеся индексы являются нечетными и по 

умножению образуют группу, изоморфную группе Ze X Zom-2- 

Этот изоморфизм используется для того, чтобы определить такую
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перестановку строк И столбцов матрицы, которая переводит ее 

в матрицу вида 

_[W, |W, 
[w, |W]? 
  

    

где \/, и У’, представляют собой (2”-2х 2"-2)-матрицы, каждая 
из которых задает структуру циклической свертки. 

Точнее, пусть л =3 и в =” — 1. Тогда по модулю 2” 
имеем 0” = 1. На самом деле группа нечетных целых чисел отно- 
сительно умножения по модулю 2” порождается элементами яп 
и 0: каждый элемент группы может быть однозначно представлен 
в виде о’л”, где [Г =0 Ги [= 0 ..., 2-2. Следовательно, 
wit = we Я "ол", и подходящей перестановкой строк и столб- 
цов матрица \ приводится к виду 

[ow] [oor] 
[oon] Lor "] |” 

где [и г” соответственно индексы строк и столбцов в каждой из 
подматриц. Каждая из четырех подматриц задает циклическую 
свертку длины 2”. 

После выполнения перестановки рассматриваемое вычисление 
приводится к виду матричной 2-точечной циклической свертки 

Vi Ww, W.]/[ 
— 
—— 

— я 

у, \, \, Ve 

один из способов вычисления которой дается формулой 

—_ 1 

У, о = См.) 0 i 1 < 
| 

~ 
l 

<
 Ve 1 —1! 0 + (W, — W,) {LI —1 JL ve 

Этим задача сводится к вычислению двух комплексных цикличе- 
ских сверток длины 2”-?; мы увидим, что вычисления можно 
организовать несколько лучше. 

В качестве примера рассмотрим две 4-точечные циклические 
свертки, образующие сердцевину 16-точечного преобразования 
Фурье. Пусть
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где © = 1. Рассмотрим матрицу, образуемую в результате вы- 
брасывания всех четных индексов в рассматриваемом диапазоне 
значений фи А. Получим 
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Чтобы найти нужную перестановку, выпишем индексы в виде 
чисел 15”.3” для Г=0, [и Г= 0, 1,2, 3. Степени тройки по 
модулю 16 имеют вид 
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S=1, = 8, 3? =9, = Il, 

S=- 1, Zt=11, 37=9, J? = 8, 
|| 

и соответственно 

15.3° = 15, 15.3 = 13, 15.3 =7, 15-33 = 5, 

15.3° = 15, 15-31 = 6, 15-37% =7, 15-373 = 13. 

Выполним перестановку входных индексов, записывая их в по- 
рядке 15-Г.3- (mod 16), и перестановку выходных индексов, 
записывая их в порядке 15.3” (тоа 16). Тогда 
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Чтобы показать четыре образовавшиеся при этом циклические 
СВертки, матрица разбита на блоки. Если преобразование Фурье 
ВЫчисляется в поле комплексных чисел, то блоки связаны соот- 
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ношением комплексной сопряженности. Чтобы наглядно выявить 
эту связь, перепишем матричное уравнение в виде 

                    

т = te 47 - 
р’ ow! wo ow? gl wo 0-3 0 wl о 

/ _ _ _ _ 

У, wit м! w? w? wr wn! wa w3 vy 
7 _ ' - - -3 р 0 ИТ wo} or? ‘or! ol go Us 

! - - _ —1 и! wo ow? ot! gw! 2-3 ow ot a vi 

1 — _ ~ _ ' 1 V'. ow eo wo wt by о 9 w! vis 

4 — —_ ~ — 

и; ФИ ют! п wt te! w! w w? Vir 
у _ — _ V; 0-9 at gt og BE 1g? ol! ох wo} у 

! — = — — Из i Зо’ И w? wit yy! 1 Us 

Отметим, что четыре верхние строки комплексно сопряжены 
с четырьмя нижними строками; выполнять надо только вычисле- 
ния, связанные с первыми четырьмя строками. Следовательно, 
дальнейшие вычисления можно организовать в виде пары цикли- 
ческих сверток 

V3x° + Vox +Viyx+V; = 

— (ох 4 wx? + 8x + ©) (Uyx8 + Upx? + 04x + 04) + 
+ (ох Px? + Sx + w?) (ugx? их Роз + Vy5) 

(mod x* — 1). 

Для комплексного поля можно использовать и альтернативный 
способ, основанный на выписанной выше 2-точечной циклической 
свертке блоков: 

  

У, _ ] ] 5(\, + W,) 0 ] | У 

У, ji -1 0 2(W, — We) |1 1 |)? 

где при 9 = 2л/16 

cos 6 cos 36 cos 96 cos 116) 

(м, + W,) = соб 1198 cos @ cos 39 cos 99 

cos 94 со$ 110 ~=cos # cos 36 

cos 34 cos 96 cos 118 cos @ | 

узт0 jsin30 jsin96 рут ИО 
t Jsinil@ gsné@ fsin36 fsin 96 

2(Wi ~ W2) = jsin9@ уят 110 jsin@ jsin 36 

у яп 30  учм 99 jssinll@ /sin 6
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Заметим, что теперь мы получили две циклические свертки, 

одна из которых чисто вещественная, а другая — чисто мнимая. 

Для случая вещественного входного вектора необходимо вычис- 

лить только две вещественные свертки, 

5 (х) = [с0$ 363 -|- соз 90х? -- соз 119х - соз 014 (х) 

(mod x* — 1) 

и 
s’ (x) = [sin 36x? + sin 96x? + sin 116x + sin 0] d’ (x) 

(mod x* — 1). 

Используя китайскую теорему об остатках для разложения 
2—1 = (2 — 1) (+1), видим, что некоторые вычисления 
излишни, так как 

cos 30x? +. cos 96x? + cos 116x + cos 8 = 0 (mod x? — 1) 
iu 

sin 36x3 + sin 96x? + sin 110x + sin 8 =O (mod x? — 1). 

Следовательно, умножения, связанные с модулем х’— 1, He 

нужны. Вычеты по модулю х* -| | требуют трех умножений каж- 
дый. Следовательно, для вычисления двух циклических сверток 
необходимо в общем только шесть умножений. Исходное 16-To- 
чечное преобразование требует, таким образом, всего 10 нетри- 
виальных умножений. 

4.6. Алгоритм Винограда для быстрого 

преобразования Фурье малой длины 

Этот БИФ-алгоритм Винограда предназначен для эффектив- 
ного вычисления дискретного преобразования Фурье малой 
длины. В основу алгоритма заложены две идеи: рассмотренный 
в предыдущем разделе алгоритм Рейдера для простых длин и 
рассмотренный в разд. 3.4 алгоритм Винограда для свертки. Рас- 
смотрению подлежат три случая: (1} длина равна простому числу; 
(2) длина равна степени простого нечетного числа и (3) длина равна 
степени двойки. Наиболее популярными длинами являются 2, 3, 

4, 5,7, 8,9 и 16. Характеристики БПФ-алгоритма Винограда 
для этих длин приведены на рис. 4.14. (Сами алгоритмы выписаны 
в приложении В.) Число умножений на этом рисунке упоми- 
нается дважды: один раз приведено число умножений без учета 
тривиальных умножений, а другой раз — полное число умноже- 

ний, включающее умножения на (--1) и (--]). Если БИФ-алго- 

Ритм малой длины используется в качестве блока для гнездового 
алгоригма, который будет изложен в гл. 8, то умножения на 

(1) и (+-]) в малом алгоритме приводят к нетривиальным умно-
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Число нетрнвиаль- 

  

Длина ист м ных ных вещественных 

2 2 0 2 
3 3 2 6 
4 4 0 8 

5 6 5 17 
7 9 8 36 
8 8 2 26 
9 1] 10 44 

11 21 20 84 
13 21 20 94 
16 18 10 74 
17 36 35 157 
19 39 38 186 

  

* Включая умиожеиия на +1! или +}. 
  

Рис. 4.14. Характеристики БПФ-алгоритмов Винограда малой длины. 

жениям (и сложениям) в большем алгоритме. Поэтому мы выпи- 
сываем как полное число умножений, так и число умножений без 
учета тривиальных. 

В характеристики алгоритмов, приведенные на рис. 4.14, 
включены также некоторые тривиальные сложения. Сюда отно- 
сятся чисто вещественные и чисто мнимые сложения, которые 
согласно принятым определениям не являются сложениями. 
Но при подсчетах сложности мы не будем различать тривиальные 
и нетривиальные сложения. Если заменить вещественный вектор 
комплексным, то все сложения становятся нетривиальными ком- 
плексными сложениями. 

Длина преобразования равна простому числу. Первый шаг 
состоит в замене преобразования Фурье сверткой. Если И мало, 
то воспользуемся алгоритмом Рейдера для замены преобразования 
Фурье сверткой, которую вычислим затем, используя алгоритм 
Винограда для сверток малой длины. Длина п выбирается не 
слишком большой, так как необходимые уравнения выписываются 
вручную. Переход от преобразования Фурье к свертке с помощью 
алгоритма Рейдера осуществляется только перестановкой ин- 
дексов; этот шаг не содержит ни умвожений, ни сложений. Струк- 
тура алгоритма свертки такова, что сначала выполняется некото- 
рое множество сложений, затем некоторое множество умножений, 
а затем опять некоторое множество сложений. 

Рассмотрим 5-точечный двоичный БПФ-алгоритм Винограда, 
вычисляющий 

4 

У, = У о, В =0, + оу 4, 
{—0
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гле ® = е!?75. Сначала воспользуемся описанным в разд. 4.5 
алгоритмом Рейдера, переводящим рассматриваемое преобразо- 
вание Фурье в циклическую свертку 

s(x) = g (x) d(x) (mod x* — 1), 

где многочлен Рейдера 

в (х) = (9—1 (5% — 1) x + (oe — 1) x + (o — J) 

имеет фиксированные коэффициенты. Вход и выход фильтра опи- 
сываются соответственно многочленами 

а (х) = и + их + вх а, 

s (x) = (Vs — Vo) x8 + (Vs — Vo) x? + (V, — Vo) x + (Vi— Vo). 

Коэффициенты многочлена 4 (х) получаются перестановкой коэф- 
фициентов входного многочлена о (х); коэффициенты многочлена 
У (х) на выходе алгоритма (с точностью до слагаемого У.) полу- 
чаются обратной перестановкой коэффициентов многочлена $ (х) 
на выходе фильтра. 

5-точечный БИФ-алгоритм Винограда получается, если про- 
изведение g (x) d (х) вычислять с помощью алгоритма Винограда 
для малой свертки. Воспользуемся приведенным на рис. 3.14 
и содержащим пять умножений алгоритмом 4-точечной цикличе- 
ской свертки. Его можно приспособить для вычисления преобразо- 
вания Фурье, введя в матрицу свертки операции перестановок 
путем соответствующей перестановки ее строк и столбцов. Так 
как коэффициенты многочлена &(х) фиксированы, то вычисление 
произведения вектора $ на его матрицу также можно выполнить 
заранее. Если в алгоритме 4-точечной свертки произвести все эти 
изменения и внести в него члены % и У, то и получится 5-точеч- 
ный БПФ-алгоритм Винограда, стандартная матричная форма 
которого показана на рис. 4.15. Эта стандартная форма окажется 
очень полезной при построении в гл. 8 гнездовых методов. Заме- 
тим, что в алгоритме на рис. 4.15 матрицы предсложений и пост- 
сложений не являются квадратными. 5-точечный входной вектор 
дополняется до б-точечного вектора, к компонентам которого 
применяется умножение. Верхние две строки связующей матрипы 
не содержат умножений, так как связывают % и Уз. Другие пять 
строк соответствуют алгоритму вычисления 4-точечной цикличе- 
ской свертки. Одна из констант умножения оказалась равной 

единице, так что на самом деле алгоритм содержит ‘только пять 
нетривиальных умножений и одно тривиальное. 

На рис. 4.15 видна также и другая важная деталь алгоритма. 
Хотя нет никаких причин ожидать этого, все диагональные эле- 
менты оказались чисто вещественными или Чисто мнимыми 1). 

  

1) При желании множитель | можно перенести из диагональной матрицы 
В матрицу постсложений. Тогда элементы диагональной матрицы окажутся 

Чисто веществениыми.
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И; = wy, i= 9 ‚ 4 

#=0 w = e S25 

У = Му 

- = CBAv 

Vol [1 0 O O O Of [By Пет Ио 

и, 11 1 1 0-1 В, От! ПИТ, 

vz}=]1 1-1 1 1 O B, O 1-1-1) 2], 
V3 1 1-1-1-1 O B; 0 1-1 1-1 

И. 1 i 232-1 0 tt В. 0100-14 

- В; 10 O-1 1 O 
20e Во = 

[3 B, 1 1 1 l| fo-} 2(cos @ + cos 26) -—1 

В› 1—1 И 3 (с05@ — со$ 26) 

В: |= 2 0 -2 0-1 = |1 жте 
Ва -2 2 2-2 -1 | (зщ 0 + чп 20) 
В; 2 2 -2 —2 J (sin @ + sin 26) 

ue d= 2x/5 

Рис. 4.15. 5-точечный БПФ-алгоритм Винограда. 

Это существенно потому, что означает, что в случае вещественного 
входного вектора каждому умножению отвечает одно веществен- 
ное умножение, а в случае комплексного входного вектора каж- 
дому умножению отвечают два вещественных умножения. Это яв- 
ление оказывается довольно общим. 

Если р нечетно, то можно записать 

xP—1 | = (x(P—-)/2 _ J) (x(P-D/2 1 1). 

Делители многочлена хР-! — ] делят один из множителей, стоя- 
щих справа в этом равенстве. Следовательно, когда алгоритм Ви- 
нограда для вычисления свертки разбивается на подзадачи, соот- 
ветствующие делителям многочлена хР_! — |, то ситуация опи- 
сывается следующей теоремой. 

Теорема 4.6.1. Пусть в (х) — многочлен Рейдера; тогда для 
каждого нечетного р коэффициенты многочлена в (х) (то х(Р— 0/2 — 
— 1) являются вещественными, а коэффициенты многочлена 
g (x) (mod x—-D/ -- |) являются мнимыми.
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Доказательство. Так как элемент л примитивен, то nP—! = | 
и л(Р-0? = —|1. Так как 

р—2 

g(x) = (в — 1) x, 
k=0 

то коэффициенты многочлена g (x) (mod xf°—D/? + 1} даются ра- 
венствами 

gy, = (wo — 1) (от 97 1). 

Утверждение теоремы вытекает теперь из того, что л-И/ == 

Мы показали, как строится БИФ-алгоритм Винограда малой 
длины для случая, когда длина преобразования п является про- 
стым числом. БИФ-алгоритм Винограда малой длины может быть 
построен и в случае, когда длина п преобразования равна степени 
простого числа. Эта конструкция также основана на аналогичной 
алгоритму Рейгера идее перехода от преобразования Фурье 
длины р", р простое, к свертке. Однако множество целых чисел 
по модулю р” не образует поля, так что в этом случае отсутствует 
элемент л порядка р" — 1. 

Случаи р = 2 и нечетного простого р решаются двумя различ- 
ными методами. Сначала рассмотрим случай нечетного простого р. 

Длина преобразования равна степени простого нечетного 
числа. Конструкция несколько усложняется. Сначала для выде- 
ления циклической группы порядка р”! (р —1) из множества 
{1,2, ..., р’ — 1} всех индексов удаляются целые числа, крат- 
ные р. Эта циклическая группа приводит к свертке длины 
р’! (р — 1), которая образует ядро алгоритма вычисления пре- 
образования Фурье. Как и прежде, она вычисляется быстрым алго- 
ритмом свертки. Компоненты свертки нужно переставить по 
правилу, обратному перестановке входных компонент свертки, 
и подправить членами, учитывающими выброшенные р”! строк 
и столбцов. Как мы увидим, эти поправочные члены можно вы- 
числить алгоритмами еще меньших сверток, так как они пред- 
ставимы в виде алгоритмов преобразования Фурье малой длины. 

Например, при № = 9 = 3? удаление номеров 0, 3 и 6 из мно- 
жества всех индексов приводит к подмножеству {1, 2, 4, 5, 7, 8}, 
образующему относительно умножения по модулю 9 циклическую 
группу, изоморфную аддитивной группе 7в целых чисел {0, 1, 

2, 3, 4, 5} относительно сложения по модулю 6. Мультипликатив- 
ная группа порождается степенями 2 по модулю 9, так как эти 
степени равны соответственно {1, 2, 4, 8, 7, 5}. Таким образом, 
Э-точечное преобразование Фурье содержит шесть строк, которые 
можно изолировать, переставить и вычислить в виде свертки. 

Нетрудно предвидеть, что остальные строки и столбцы (с индек- 

сами, равными 0, Зи 6) имеют структуру, близкую к 3-точечному
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преобразованию Фурье, так что некоторые из поправочных членов 
могут быть выражены в виде свертки малой длины. 

Построение 9-точечного БИФ-алгоритма Винограда проводится 
следующим образом. Выпишем матричное уравнение 

V,| fo o’owe boro obo ft tt) fog 
и, l wo ww ow wr ow wh ww wl и 

и, lL ow wh w® ow п в и | 

и, о ww 1 ow wo 1 wo wi в 

Vi.) = |b wf ww м w wo wf ww} [Ye], 

V, 1 ww w ww w& wo oF ow wt [Us 

V, 1 we w £ wo oF J wo wi} | 

И, о 9 wo wo wh wt wt п 

V. 1 w w w & wi oF w wi] |             
Посмотрев на эту матрицу, можно убедиться, что строки и столбцы 
с номерами 0, Зи 6 являются для нас новыми, так как содержат 
повторяющиеся элементы. Переставим строки и столбцы матрицы 
так, чтобы эти строки и столбцы оказались в новой матрице пер- 
выми, остальные строки расположились в порядке степеней 
двойки по модулю 9, т. е. в порядке 1. 2, 4, 8, 7, 5, а столбцы — 
в порядке степеней 2-1 по модулю 9, т. е. в порядке 1, 5, 7, 8, 4, 2. 
Тогда вычисление преобразуется к виду 
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Пунктирные разбиения, сделанные в матрице, показывают сформи- 
ровавшиеся циклические свертки: одну б-точечную циклическую 
свертку и шесть 2-точечных циклических сверток. Те 2-точечные 
свертки, которые расположены во второй и третьей строках ма- 
трицы, содержат повторяющиеся вычисления, что позволяет 
переписать входящие в эти две строки вычисления в виде 

Vo + из + 16 

® 
Vo + U3 + Ue 

V; Uy; + U7 + Ua 

Ve w? w v5 + vg + v2
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Таким образом, подходящим способом выполненные перестановки 
и разбиения входных данных и матрицы преобразования позво- 
лили представить рассматриваемое преобразование Фурье в виде 
одной б-точечной циклической свертки и двух 2-точечных цикли- 
ческих сверток. Можно было бы ожидать, что так организованное 
вычисление потребует 12 комплексных умножений. Однако, как 

показывает следующая теорема, происходят две вещи: 
1. Все умножения являются чисто вещественными или чисто 

мнимыми, так что 12 комплексных умножений превращаются 
в 12 вещественных умножений. 

2. Число необходимых умножений уменьшается до 10, так 
как Два коэффициента оказываются равными нулю. 

На самом деле мы выпишем алгоритм с 11 умножениями. Одно 
умножение на единицу необходимо добавить для того, чтобы строку 
с номером нуль записать в алгоритме в таком же виде, как и 
остальные строки. 

Теорема 4.6.2. Пусть т > | целое, а р — простое нечетное 
число. Пусть В = (р — Пр". Пусть в (х) — обобщенный мно- 

b—1 
  

“ Е гочлен Рейдера, в (х) = У} ®"`х", где ®—корень из единицы сте- 
k=0 

пени р" и п —- целое число порядка 6 относительно умножения 
по модулю р”. Тогда: 

(i) Коэффициенты многочлена в (х) (то4 хё/? — 1) являются 
вещественными числами; 

(ii) Коэффициенты многочлена в (х) (то4 х?/? -- 1} являются 
мнимыми числами. 

(iii) Коэффициенты многочлена g (x) (mod x*/P — 1) равны 
нулю. 

Доказательство. Доказательство первых двух утверждений 
теоремы аналогично доказательству теоремы 4.6.1. Так как поря- 

док числа п равен 6, а 6 четно, то лё = Ти п?” = —1. Тогда 
k 

коэффициенты многочлена в (х) (то@ хё/? -Е 1) равны g, = ©” =F 

TE wt *t8/2) Так как лё/? = —1, тО отсюда сразу вытекают пер- 

вые два утверждения теоремы. | 

Для доказательства утверждения (111) рассмотрим многочлен 

b—1 
‚ k 

g’ (x)= g(x) (mod x/P—1)= Ji w™x® (mod x°/P — J). 
k=0 

Коэффициент бо равен сумме тех коэффициентов многочлена g (x), 
индекс Ё которых кратен числу Ы/р. Таких членов имеется р 

НТук и 
р— 

g = Dow”. 
i=0
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В общем случае коэффициент 5; дается равенством 
р—1 

, +£b в = Хо" р, r=0, ..., (b/p)— 1. 
=0 

Требуется доказать, что 8; равен нулю для всех таких г. Пере- 
пишем выражение для gr, в виде 

—1 

в; = У [om y””. 
i=0 

Так как ®” опять является корнем степени р” из единицы, 
то утверждение достаточно доказать только для г, равного нулю, 

р—1 
av i © 

т.е. для в = »} в, где а = лё/Р представляет собой элемент 
10 

порядка р. Последнее равенство можно переписать в виде 

г? ,Pa! г? h 

& =o У, (о ) ’ 
h—0 

где ®’ является корнем степени р из единицы. Следовательно, 
90 = 0, и доказательство теоремы закончено. [1 

Таким образом, мы умеем строить БПФ-алгоритм Винограда 
малых длин, равных степени нечетного простого числа. Матрица 
преобразования Фурье размера р” Хх р” разбивается на 
(р" — р” `\-точечную циклическую свертку и р"! + 1 (р—1)- 
точечных циклических сверток. Согласно теореме 4.6.2, все эти 
свертки вычисляются с помощью алгоритма Винограда для цикли- 
ческих сверток, содержащего только чисто вещественные и чисто 
мнимые умножения. 

Длина преобразования равна степени двойки. Преобразование 
Фурье, длина которого равна степени двойки, приходится рас- 
сматривать отдельно, так как целые числа, не превосходящие 2”, 
взаимно простые с 2, не образуют относительно операции умноже- 
ния по модулю 2” циклической группы (за исключением случаев 
т = 1 ит = 2). Это множество чисел образует группу, изоморф- 
ную группе Ze X Zym—2. По этой причине конструкция БПФ- 

алгоритма Винограда длины 2” содержит на один шаг больше. 
Прежде всего, отберем 2”-! строк и столбцов матрицы с нечет- 
ными индексами, подобно тому как это было сделано в разд. 4.5. 

Это подмножество элементов матрицы будет переупорядочено 
теперь не в одну, а в четыре циклические свертки. 

Строки и столбцы с четными индексами можно представить 

в виде преобразования Фурье длины 2”! несколькими способами. 
Эта часть вычислений представляет собой 2”"—1-точечное преобра- 

зование Фурье.
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Разбиение в некотором смысле аналогично одному шагу алго- 

ритма Кули—Тьюки по основанию 2. Предположим, что мы уже 

умеем строить 2т—1-точечное быстрое преобразование Фурье. 
п 1 

Для заданного И» = >, wu;, k= 0,...,%—1, компоненты 
i=0 

с четными значениями индекса Ё можно записать в виде 
n/2—1 

te у’ 
V op = > (©: -|- Virtn/2) Ow у k =— 0, х.з п/2 =— I. 

Это 2”"—1-точечное преобразование Фурье может быть вычислено 

уже известным алгоритмом. Компоненты с нечетными значениями 

индекса Ё можно записать в виде 
n/2—1 п/2—1 

2t’ (2k°-+1 27-1) (2k’+1 

7—- *—0 

Так как ©®* является корнем из единицы степени 2"-2, то неболь- 

шие вычисления позволяют первую сумму переписать в виде 

преобразования Фурье длины 2”-?. Таким образом, 

п/4—1 
2c’ 27” - 4i’k’ 

Vor = Py (о Voie — O борта) © -|- 

n/2—I , 1 
9 г’ 1 e , 

+ 2 Voir 4100! ОО р =0,..., n/2—1, 
"9 

где первая сумма подлежит вычислению только для первых 1/4 зна- 

чений индекса k’, k = 0, ..., n/4 — 1, так как потом эти значения 

суммы повторяются. Если входная последовательность данных 

является вещественной, то эта часть вычислений состоит из 

(п/2) — 6 вещественных умножений и (п/4)-точечного преобразо- 

вания Фурье, а если входная последовательность данных является 

комплексной, то к (п/4)-точечному преобразованию Фурье добав- 
ляется (3/4) п — 8 вещественных умножений. 

Вторая сумма в уравнениях для У»ь’+1 может быть вычислена 

рассмотренным в предыдущем разделе обобщенным алгоритмом 

Рейдера. Он сводится к вычислению двух циклических сверток 

длины 2"—2. Следующая теорема показывает, что если эти Цикли- 

ческие свертки вычисляются на основании китайской теоремы 

об остатках, то часть умножений является умножением на нуль 

и может быть выброшена. 

Теорема 4.6.3. Пусть т > есть целое число и в (х, у) — 
обобщенный двумерный многочлен Рейдера вида 

п 1 { 

gx y= Yor ' 
i=0 i’=0 

где ® является корнем степени 2” из единицы. Тогда 

{' ° 

—1) г’ 
ху,
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(1) Коэффициенты многочлена в (х, у) (то у — 1) являются 
вещественными числами. 

(11} Коэффициенты многочлена в (х, y) (mod y + 1} являются 
мнимыми числами. 

(iii) Коэффициенты многочлена в (х, у) (тод х"'/? — 1) равны 
нулю. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 4.6.2. [1 

Согласно первой части теоремы циклическая свертка по мо- 
дулю х"/4 — | представляет собой две вещественные циклические 
свертки (точнее, одну чисто мнимую и одну чисто вещественную). 
Вторая часть теоремы утверждает, что вычисление циклической 
свертки сводится только к вычислениям, связанным с модулем 
х"!8 -- |, так как остальные вычеты обращаются в нуль. В силу 
неприводимости многочлена х”/ + | на эти вычисления требуется 
2 (n/8) — вещественных умножений. 

Теперь мы получили разбиение преобразования Фурье на 
следующие фрагменты: (1) 2”-1-точечное преобразование Фурье; 
(2) 2"—?-точечное преобразование Фурье, которому предшествует 
2т—? — ] комплексных умножений; (3) два произведения многочле- 
нов по модулю неприводимого многочлена х”/8 - |. 

8-точечное преобразование Фурье разбивается на две части, 
4-точечное преобразование Фурье 

Vo 11 1 I vo + Va 

г, 1 ow w* ow! Jui + Us 

Val По 1 wl [U2 + v6 

V5 1 w® w* wo’) lus + v7 

И 

и, 11 w(vo — vs) wo wo ow wf {ur 

V3) | 1 wl lov. - Us) + ом w | [us 

и ии мощ wo Jus? 

V; 1 w w oF wo | | 

Вторую часть сначала выпишем в следующем виде: 

=
 =
 eo 

\
A
 

wd
 

=
 ~~
 

Ww
 

~-
 

ч
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а 

Теперь преобразуем эти равенства несколько иначе, чем в общем 
случае, а именно, воспользуемся условием 6“ —= —[ и перепишем 

уравнения в виде 

  

1 7 7 
и и ~-wW © V1 

7 q 1 
V3 a) wo —-wW из 

= 7 i 1 
и wo ~wW w А 

, i 7 7 
5 —-wW wo —-wW Us 

  

Тогда 

Vij — jw! w”) Jor — us 

и, w? wl for — v3]? 

Vs) _ _ w! w’} | - us — i 

V; о | ть И" 

Циклическую свертку можно вычислить по правилу 

Г, _ |! 1 cos @ 0 1 1 и: — 15 

ий И | о уе Ш И иль 

Описанный 8-точечный БИФ-алгоритм Винограда содержит 

всего два нетривиальных умножения; кроме того, имеется шесть 

тривиальных умножений. 
Если длина преобразования равна большой степени двух, 

то выписывать все необходимые для вычисления по БИФ-алго- 

ритму Винограда уравнения становится скучно. Лучше предста- 

вить этот алгоритм в рекуррентном виде. Мы отложим такое пред- 

ставление до гл. 10. В разд. 10.4 будет описан эффективный БИФ- 

алгоритм по основанию два, построенный на идее Винограда, 

выписанной в рекуррентной форме. 

Задачи 

4.1. Пусть задано устройство вычисления п-точечного комплексного преобра- 

зования Фурье; описать, как это устройство можно использовать для 

одновременного вычисления двух веществениых П-точечных преобразова- 

ний Фурье. 
4.2. Пусть задано устройство вычисления п-точечного преобразования Фурье; 

описать, как это устройство можно использовать для вычисления п-точеч- 

ного обратного преобразования Фурье. 
4.3. Приведите блок-схему устройства вычисления 5-точечного преобразования 

Фурье, осиованного на чирп-алгоритме Блюстейна. 
4.4. а. Доказать, что 2 является примитивным элементом поля GF (11). 

6. Используя алгоритм Рейдера, записать |1 -точечное преобразование 

Фурье иад полем комплексных чисел Уь = » «и; в виде свертки 

i=0
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4.5. 

4.6. 

4.7. 

4.8. 

4.9. 

4.10. 

4.11. 

4.12. 

4.13. 

$ (х) = & (х) 4 (х), выписывая многочлены 4 (х), $ (х) и 5 (х) через компо- 
иенты векторов у и У и элемент ©. 

Показать, что использование для вычисления линейиой свертки двух 
последовательностей длины п/2 алгоритма Кука — Тоома с nm точками 

В: = (е12^/")1 приводит к тому же самому алгоритму, что и использование 
преобразоваиия Фурье и теоремы о свертке. 
Указать две различные причины того, что сочетание алгоритма Рейдера 
для простых чисел с алгоритмом Винограда вычисления свертки приводит 
к лучшему БИФ-алгоритму, чем сочетание алгоритма Блюстейна с алго- 
ритмом Винограда вычисления свертки. Можете ли Вы указать третью 
причину? 
Найти простые целые числа п и п’, такие что п < п’, но п-точечный 
БПФ-алгоритм Винограда содержит больше умножеиий, чем п’-точечиый 
БИФ-алгоритм Винограда. 
Сколько умножений содержит 25-точечный БПФ-алгоритм Винограда, 
если все составляющие свертки оптимальны? Как это соотносится с про- 
цедурой, осиованной на алгоритме Кули — Тьюки, сочетающем два 5-то- 
чечных БИФ-алгоритма Винограда? 
Показать, что связывая вход с выходом, любой БПФ-алгоритм можно 
использовать для вычисления обратного преобразования Фурье. 
В алгоритме Гуда — Томаса вход и выход переиндексируются по-разному. 
Показать, что можно поменять местами схемы индексации входа и выхода 
без принципиальных изменений алгоритма. 
Даны вычисляемые непосредственно 2-точечное и 5-точечное преобра- 

зования Фурье (с 4 и 25 умножеииями соответственно). 

а. Найти число умножений, необходимых для вычисления 100-точечного 
преобразоваиия Фурье по каждой из ‚нижеследующих схем: 

100 100 100 

25 д 10 10 20 

Использовать всюду, где можно, алгоритм Гуда — Томаса; в других слу- 
чаях нспользовать алгоритм Кули — Тьюки. Найти число умножений, 
включая тривиальные (на +1, +]. 
6. Найти число умножений без учета тривиальных умножений на +1, +. 
в. Теперь предположим, что имеется подпрограмма вычисления 9-точеч- 
Horo преобразования Фурье без иетривиальных умножений и подпрограмма 
5-точечного преобразования Фурье с пятью (нетривиальиыми) умноже- 
ииями. Повторить п. 6) задачи. 
Из того, что возникающие в алгоритме Рейдера свертки вычисляются 
оптимальными алгоритмами, еще не вытекает оптимальность БИФ-алго- 
ритма Винограда. Это следует и из того, что коэффициеиты фильтра Рей- 
дера не произвольные числа, а степени элемента ©, которые, вообще говоря, 
могут оказаться зависимыми, и эта зависимость может быть использована 
для уменьшення числа умножений. А именно, мы видели, что комплексные 
умножения сводятся к вещественным и иногда коэффициенты оказываются 
равиыми нулю. Доказать, что 5-точечный БИФ-алгоритм Винограда опти- 
мален по критерию числа умиожений. 
16-точечный БПФ-алгоритм Винограда содержит 18 умножений, 8 из кото- 
рых тривиальны, и 74 сложения.
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а. Построить 256-точечный БПФ-алгоритм, используя для построения 
16-точечный БИФ-алгоритм Винограда и алгоритм Кули — Тьюки. 
6. Сколько умножений потребуется, если входные данные вещественны? 
в. Сколько умножений потребуется, если входные данные комплексны? 

Замечания 

В цифровой обработке сигналов алгоритмы быстрого преобразования Фурье 
начали широко использоваться в результате работы Кули и Тьюки [1] (1965) 
и близкой к ней работы Синглтона [2] (1969). Однако другие алгоритмы БИФ, 
основаниые на китайской теореме об остатках, появились в более ранних работах 
Гуда [3] (1960) и Томаса [4] (1963). Различия в этих работах были описаны 
Гудом [5] (1971). Эффективная организация алгоритма Кули — Тьюки была 
предложена Рейдером и Бреннером |6] (1976) и модифицирована Преусом [7] 
(1982). Рейдер [8] (1968) и Блюстейн [9] (1970) описали метод сведения преобра- 
зоваиия Фурье к свертке. Целью работы Рейдера было вычисление дискретного 
преобразования Фурье, длина которого равна большому простому числу; но, 
по иронии судьбы, этот метод оказался наиболее важным для длин, равных малым 
простым числам. Обобщение алгоритма Рейдера на случай длин, равных степени 
простого числа, было сделано Виноградом [11] (1978). 

БПФ-алгоритм Винограда был анонсирован в работе [10] в 1976 г. ис по- 
дробностями опубликован в 1978 г. Наше изложение не отражает всей значи- 
мости оригинальной работы; развитие ее результатов включено в другие темы. 
Мы затабулировали те БПИФ-модули для малых длин, которые представляются 
нам наиболее полезными. БИФ-модули для больших длин были построены Джон- 
соном и Баррасом [12] (1981). Другие методы вычисления преобразования Фурье 
изучались Герцелем [13] (1968) и Сервейтом [14] (1978).



Глава 5 

ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ 

И АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ПОЛЕЙ 
  

В предыдущей главе при построении БИФ-алгоритмов мы уже 
пользовались некоторыми результатами теории чисел, которые, 
однако, доказаны не были. В настоящей главе, представляющей 
собой математическую интерлюдию, доказываются все использо- 
ванные ранее результаты, а также результаты, которые понадо- 
бятся в дальнейшем. 

Мы также вернемся к рассмотрению полей, поскольку нам 
понадобится более глубокое развитие идеи расширения полей. 
Алгебраическая структура поля будет играть важную роль в сле- 
дующей главе при построении теоретико-числовых преобразова- 
ний, а также в гл. Ги 8 при построении многомерных алгоритмов 
свертки и преобразования Фурье. 

5.1. Элементарная теория чисел 

В кольце целых чисел Га по модулю 9 некоторые элементы 

взаимно просты с д, а некоторые делят 9. Нам важно знать, сколько 

именно элементов относится к каждому типу. 

Определение 5.1.1 (Эйлер). Функция Эйлера, обозначаемая 
ф (9), для g > 1 определяется как число ненулевых элементов 
в 7, взаимно простых с д; Ф (4) = 1 для д == 1. 

Если д = р простое, то все ненулевые элементы кольца 7а 
взаимно просты с 4, так что ф (р) = р — 1. Если 9 равно степени 
простого числа, д = р”, то не взаимно простыми с 4 являются 
только те элементы, которые кратны р. Следовательно, ф (р”) = 
= p™—! (p — 1). Все остальные значения функции Эйлера можно 
получить, используя следующую теорему. 

Теорема 5.1.2. Если НОД (4', 9") = 1, тоф (4'9") = $(9') $ (9). 

Доказательство. Занумеруем элементы кольца Zg'g” индек- 
’_! сом { для { = 0, ..., 4'9” — 1, азатем выпишем их в виде двумерной 

таблицы, нумеруя каждый элемент кольца 79’.” парой индексов 
по правилу 

of off i’ =i (mod q), i” = i (mod q’),



5.1. Элементарная теория чисел 171 
  

  

так что ? и Г являются соответственно элементами колец 7’ 
и 7". Так как НОД (4', 4") = 1, то отображение индекса i B пару 
индексов (Г, Г’) является взаимно однозначным, и для некоторых 
Q’ u @” выполняются равенства 

i — 0’ + i’, i — g’Q” + i’. 

Предположим, что Г не имеет общих делителей с 4’, а Г’ не имеет 
общих делителей с 4”. Тогда { не имеет общих делителей ни с 4’, 
ни СО”, и, следовательно, общих делителей с д'4”. Следовательно, 

g (7) > 9 (7') 9 9’). 
Обратно, если Е не имеет общих делителей с g’g’, TO i He uMeeT 

общих делителей ни са’, ни сд”. Следовательно, Г’не имеет общих 
делителей с 4’, а Г’ не имеет общих делителей с 4”. Таким образом, 

Ф (94) < $9) $ (9), и теорема доказана. С 
Следствие 5.1.3. Если разложение числа д на простые множи- 

; c, ¢ с 
тели дается равенством g = pipe’ ... Pr, mo 

6:—1 62— с,—1 
$ (9) = ре... (р (2-1... ©- 1. В 

Часто оказывается полезным другое важное свойство функции 
Эйлера. Предположим, что 4 делит 4 и обозначим через | (4) не- 

которую функцию oT g. Под символом УЕ (а) будем понимать 
419 

сумму значений [ (4) для всех 4, делящих 49. Очевидно, что 

Узш- У» (+). 
d\|q dig 

так как (9/4) делит д всякий раз, когда 4 делит 9. Более удивитель- 
ной является следующая теорема. 

Теорема 5.1.4. Функция Эйлера удовлетворяет равенству 

(4) = 9. 
419 

Доказательство. Для каждого 4, делящего 4, рассмотрим 

в 7. множество {{| НОД (+, 9) = 4}. Каждый элемент кольца 
7 Принадлежит точно одному такому множеству. Следовательно, 
суммируя числа элементов во всех этих множествах, мы должны 
получить Gg. 

Теперь рассмотрим эквивалентное определение этого же мно- 

жества, { i| HOA (= 1) = |}. Это множество содержит
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точно ф (9/4) элементов. Суммируя по всем подмножествам, по- 
лучаем 

9 (4) = 
а]9 

откуда вытекает утверждение теоремы. Г] 

Элементы кольца 7. относительно сложения образуют группу. 
Относительно умножения ненулевые элементы кольца 7. также 
могут образовывать группу, хотя и не обязательно. Однако в Z, 
всегда можно указать подмножество, образующее относительно 
умножения в кольце группу, и, следовательно, являющееся под- 
группой группы ненулевых элементов кольца Йа в том случае, 
когда ненулевые элементы также образуют подгруппу относи- 
тельно умножения. 

Пусть а — произвольный элемент кольца 7д. Порождаемая 
элементом а циклическая группа равна множеству {а, a’, a’, ... 
.... а?—\, ||. Порядком элемента а называется число элементов в ци- 
клической подгруппе, порождаемой элементом а. Пусть С обо- 
значаег множество положительных целых чисел, меньших 0 
и взаимно простых с 9. Относительно умножения по модулю д 
множество С. образует группу с ф (4) элементами. Следующая 
теорема дает информацию о порядке элементов из группы С. 

Теорема 5.1.5 (теорема Эйлера). Если НОД : (а, 9) =1, то 
а? 9) — | (той 4), так что порядок элемента а делит ф (4). 

Доказательство. Утверждение вытекает из теоремы 2.1.5, 
так как группа С, содержит ф (9) элементов. O 

Следствие 5.1.6 (теорема Ферма). Если р простое, то для 
каждого а выполняется равенство аР“”\ = 1 (то4 р), или, экви- 
валентно, а? = a (mod p). 

Доказательство является тривиальным следствием теоремы 
Эйлера, так как ф (р) = р —1 для любого простого p. O 

Теорема Ферма является также простым следствием следующей 
теоремы. 

Теорема 5.1.7. Если р просто, то относительно умножения 
по модулю р ненулевые элементы кольца 7/(р) образуют цикличе- 
скую группу, порождаемую примитивным элементом п. 

Доказательство сразу вытекает из теоремы 5.6.2, которую мы 
оставляем на конец главы. [|] 

Согласно теореме Эйлера, если а и 4 взаимно просты, то по- 
рядок элемента а делит ф (9), но не обязательно равен ф (4). Сле- 
дующая теорема дает более подробную информацию об этом для



5.1. Элементарная теория чисел 173 
о 

случая 9, равного степени простого числа. Это весьма сложная 
теорема теории чисел, и ее доказательство занимает всю остав- 
шуюся часть настоящего раздела. Оно опирается на еще не дока- 
занную теорему 5.1.7, что, однако, не создает порочного круга, 
так как в доказательстве теоремы 5.1.7 не используется тео- 
ема 5.1.8. 
Прежде чем переходить к этой теореме, приведем два примера. 

Пусть 9 = 9; тогда Ц, = {1, 2, 4, 5, 7, 8!. Легко проверить, что 
порядок элемента 2 равен 6, так что его можно использовать в ка- 
честве образующей циклической группы 0. 

Пусть 9 = 16. Тогда в = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}. Пере- 
бирая все элементы, можно убедиться, что наибольший порядок 
всех элементов равен 4. (Таким элементом порядка 4 является 
элемент 3.) Следовательно, группа С не является циклической. 

Так как в следующей теореме 4 равно степени простого числа 
p,q = p™, To @ (p™) = p™ — p™ 1! = p™! (p— I). 

Теорема 5.1.8. Пиусть число р простое; тогда: 
(i) Если р нечетно, то группа Чт является циклической и 

изоморфной группе 2 т— (ри. 
(1) Если р = 2 ир" > 8, то группа Ц т не является цикли- 

ческой и изоморфна группе 72 Х Zom—2. 

(11) Если р” = 4, то группа @ т изоморфна группе Zo. 

  

Доказательство. Утверждение п. (11) теоремы тривиально, 
так как существует только одна группа с двумя элементами. Дока- 
зательство остальных утверждений теоремы разбивается на пять 
шагов. Шаг | и шаг 2 содержат доказательство п. (1). На шаге | 
доказывается, что для нечетного р найдется элемент порядка р"; 
на шаге 2 доказывается, что для нечетного р найдется элемент 
порядка р — 1. Так как р” и (р — 1) взаимно просты, то произ- 
ведение этих двух элементов является элементом порядка 
р”! (р — 1), что и доказывает п. (1) теоремы. 

Доказательство п. (Й) теоремы дается шагами 3 и 4. На шаге 3 
доказывается, что если р == 2, то порядок каждого элемента 
делит 2”"—2. На шаге 4 доказывается, что найдется элемент по- 

рядка 27-2. 
Начнем с доказательства на шаге О одного полезного соот- 

ношения. 
Шаг 0. Для всех целых чисел аи В и произвольной степени р” 

простого числа р выполняется сравнение 

m—l 

(a+ bp)” =a” (mod p”)- 
Доказательство этого шага проведем индукцией по т. Для т = 1 
утверждение проверяется непосредственной проверкой.
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Предположим, что для некоторого т справедливо 

(а-- вр)?" =a?" (mod p”). 

Тогда для некоторого целого Rk 

m—\ m—} m 

(а-- 62)’ =а Ар”. 
Возведем это выражение в р-ю степень: 

т—1\р m—} р 

((a-+ bp)” = (а + kp™)’, 
p 

m m m _ m—| i im —j) pm—1 (а- Бр)? — аР 4 pkp qh?) P +» ("ЕР gi?—*) P 

i=2 

Второй член справа, так же как и все члены суммы, делится на 
р”+!; следовательно, 

(a+ bp)” =a” (mod p™*’), 
так что утверждение справедливо при переходе от ткт- 1, 
что и завершает индукцию. 

Шаг 1. Положим в утверждении шага 0 числа а и В равными 1. 
Тогда 

т 

(1-- 2)’ = 1 (modp”), 
так что порядок элемента (1 | р) делит р”-!. Покажем теперь, 
что при нечетном р порядок этого элемента в точности равен р”-*, 
для чего докажем, что этот порядок не делит числа р”-—?. А именно, 
для завершения доказательства шага | докажем, что если т > 1, TO 

(I+ py” = t+ p™" (mod p”). 
Непосредственно проверяется справедливость утверждения для 
т = 2. Предположим, что оно выполняется для некоторого т. 
Тогда для некоторого А выполняется равенство 

(Е р-р" Ар". 
Следовательно, 

р—1 

Са рр" ар") У (2) о" вр" + 
i=2 

+ (p™! + kp”). 
р р р 

Если р нечетно, то каждое из Чисел a} 3] --* рф де- 

лится на р. Каждый член в сумме делится по меньшей мере на 
р? “"—Ю-, и, следовательно, делится на р”+! при т >. 2. По-



5 1. Элементарная теория чисел 175 
  

  

следний член в правой части равенства делится на рР("- И, и, 
следовательно, при р > 3 u m > 2 делится на р"+!. (Заметим, 
что доказательство не проходит при р = 2.) Следовательно, по- 
рядок элемента (1 {р) (тоа р”) не делит р”-*. Это завершает до- 
казательство того, что порядок элемента (1 + р) равен р" 1. 

Шаг 2. Так как группа Ц» содержит р" (р — 1) элементов, 

то порядок каждого ее элемента делит р"! (р — 1). Чтобы найти 
элемент группы порядка (р — 1) (то4 р"), выберем л равным 
примитивному элементу кольца 2/(р). Тогда порядок л равен 
(р — 1) (mod p). Покажем, что а = ne! представляет собой 

искомый элемент порядка (р — 1} (то4 р”). Так как де" PN) 
= |, TO порядок элемента © должен делить р — 1; поэтому надо 
только показать, что порядок элемента с не меньше, чем р — 1. 

Так как л примитивен в кольце 7/(р), то р — | степеней л! 
для = 0,....р— 2, могут быть записаны в виде целых чисел 
лй = a; + Ы:р, где а; пробегает все различные ненулевые целые 
числа, не превосходящие р — 1. Следовательно, используя шаг 0, 
имеем 

pm ah (mod p”), 
i рт—1 

(п = (a; + bip) 
ИЛИ 

Е m—} m 

a= a (mod p”), 
где а; пробегает все различные ненулевые целые числа, не превос- 
ходящие р — 1. Следовательно, если мы докажем, что для любых 
двух целых_ чисел а и В, не превосходящих р — 1, выполняется 
соотношение 

рт—1 рт—1 т # b (mod p”), 
то отсюда следует, что порядок элемента © больше, чем р — 2. 

т—1 

Но а? = а для любого элемента кольца 7/(р), так что a? = 
= a (mod p). Следовательно, если 

рт-—1 1 
а — ye (mod р”), 

TO, конечно, 

рт—1 tra 

a — pP (mod p), 
и, таким образом, 

а = б (mod p), 
что противоречит предположению о том, что а и 6 различные не 
превосходящие р — 1 целые числа. Следовательно, порядок эле- 
мента © равен р — [ и п. (1) теоремы доказан. 

Шаг 8. Порядок каждого элемента группы С» делит 2” *. 
Чтобы доказать это, сначала докажем, что для любых целых а 

и Ь выполняется сравнение 
от—2 2т—2 

(a + 4b) =a (mod 2”).
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Поскольку элементами группы Ч» являются только нечетные 

числа, то, полагая а == -Е Ги варьируя J, сразу получаем из этого 
сравнения нужное утверждение. 

Сравнение доказывается индукцией. Для т = 2 оно прове- 
ряется непосредственно. Предположим, что оно справедливо для 
некоторого положительного целого т. Тогда для некоторого 
целого Ё 

(а 46а" * 4-2", 
и, следовательно, | 

эт—1 gm—2 m \2 gm—1 gm—2 mt 242m (a+ 4b)?" а + Re") =a ва" пот Ч рот". 
Takum o6pa3om, 

(a + 45)" ' = а?” ' (тод grrr), 

Шаг 4. Нам осталось найти элемент порядка 2”-? при т > 3. 

Покажем, что 37" s= 1 (mod 2”), так что 3 должно быть эле- 

ментом порядка 2”-?. При т = 3 это утверждение проверяется 
непосредственно. Доказательство утверждения при т >. 4 со- 
состоит в доказательстве сравнения 

(1 +2)" ~ = 14277 (mod 2”). 
Это сравнение просто проверяется для т == 4. Предположим, что 
оно справедливо для некоторого т >> 4. Тогда для некоторого k 

Е ЕТ” | ро". 
Следовательно, 

(+ 2)” ̂ | ("2") = 
= 14274 22") 4 pamth + poem + RO, 

и, таким образом, так как т больше трех, 

(1 +2) =1+2"(mod 2”*"). 

Следовательно, при всех т >> 3 выполняется сравнение 

(1+ 2" =1+27—' (mod 2”). 

Таким образом, порядок 3 (mod 2”) ne делит 2”-3, и, следова- 
тельно, он равен 2”-2, что и завершает доказательство. [] 

gm-—2 

5.2. Конечные поля, основанные 

на кольце целых чисел 

Имеется очень Важная конструкция, позволяющая по задан- 

ному кольцу построить новое кольцо, называемое его фактор- 
кольцом. В случае произвольного кольца построение его фактор-
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кольца опирается на смежные классы. В случае кольца целых 
чисел факторкольцо строится просто: оно представляет собой 
кольцо целых чисел по модулю а, с которым мы уже встречались 
ранее, и обозначается через 7/(9) (или, более кратко, 7.); в этом 
случае его называют кольцом вычетов. 

Пусть 9 — положительное целое число. Кольцом вычетов 
7/(9) называется множество {0, 1, ..., 9—1} с операциями 
сложения и умножения, определяемыми равенствами а + В = 
= R, la+ b], a-b = R, [abl. 

Элементы, обозначенные через {0, 1, ..., а — |, принадлежат 
как 7, так и 7/49). Элементы кольца 7/(9) названы так же, как 
и первые 4 элементов кольца 7. Дело вкуса, подразумевать ли 
под ними Те же самые математические объекты или некоторые 
другие объекты с теми же именами. 

Два элемента а и В кольца 7, отображаемые в один и тот же 
элемент кольца 7/(4), называются сравнимыми по модулю Q, 
и а=б- тд для некоторого целого т. 

Теорема 5.2.1. Кольцо вычетов 27/(9) является кольцом. 

Доказательство. Непосредственная проверка выполнения 
свойств кольца. [1 

Теорема 5.2.2. Ненулевой элемент $ кольца 27/(9) обратим 
относительно умножения тогда и только тогда, когда $ и 9 взаимно 
просты. 

Доказательство. Пусть $ — такой ненулевой элемент кольца, 
что $ и 04 взаимно просты. Тогда согласно следствию 2.6.4 най- 
дутся целые числа аи В, такие, что | = ag + bs. По модулю g 
соответственно имеем 

| = Rg[1] = Rg lag + bs] = Ry {Rg lag] + Re bs}} = 
= Ry [bs] = Ка (ВЫ Ка 18} = Ва {Ва -3}. 

Следовательно, относительно умножения по модулю 4 мультипли- 
кативный обратный к $ равен Ю. [6]. 

Пусть теперь $ такой элемент кольца, что $ и 4 не взаимно 
просты. Сначала рассмотрим случай, когда $ делит 4: 4 = $-Г- 
Пусть у элемента $ есть обратный $". Тогда 

г = Юо [Г] = R, {s}-s-r] = R,[s?-g] = 0. 

Ног = 0 (тод 4), так что получаем противоречие. Таким образом, 
если $ является делителем 4, то он не имеет обратного. 

Теперь рассмотрим случай, когда $ и 4 не взаимно просты, 
НО $ не делит 4. Пусть 4 = НОД [5, 91. Тогда $ = 4$’ для неко- 
торого 5$’, взаимно простого с 4, и делителя 4 числа 4. Если эле- 
мент $ обратим, то и элемент 4 также обратим: #" = $"5', что
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противоречит только что доказанному утверждению. Следова- 
тельно, $ не может быть обратимым, и теорема доказана. [1 

Поскольку обращевие в кольце 7/() возможно не всегда, 
то в общем случае ненулевые элементы кольца 7/(9) группы по 
умножению не образуют. Однако в 2/(9) можно найти подмно- 
жества, образующие подгруппы. Выберем в кольце 2/(4) ненуле. 
вой элемент В и сформируем подмножество {В, В, ..., В’ = 1}, 
остановив процесс, как только получим единичный элемент. 
Мы уже видели, что единичный элемент всегда достижим и что 
конструкция приводит к циклической группе. Она является под- 
группой кольца 7/(4), и целое число г называется порядком эле. 
мента В в 7/(4). 

Мы уже видели в примерах разд. 2.3, что арифметика полей 
СЕ (2) и СР (3) может быть задана как сложение и умножение по 
модулю 2 и 3 соответственно, но арифметика поля С@Ё (4) так 
описана уже быть не может. В символической записи СР (2) = 
—= 7/(2), СЁ (3) = 2/3), СР (4) == 7/(4). Общий результат опи- 
сывается следующей теоремой. 

Теорема 5.2.3. Кольцо вычетов 2/(9) является полем тогда 
и только тогда, когда 4 равно простому числу. 

Доказательство. Предположим, что 4 просто. Тогда каждый 
элемент кольца 7/(9) взаимно прост с 4 и, следовательно (по 
теореме 5.2.2), обратим относительно умножения. 

Предположим теперь, что 4 составное число. Тогда д = Г:$ 
и согласно теореме 5.2.2, ги $ не могут иметь обратных элемен. 
TOB.[ | 

Если кольцо вычетов Z/(q) является полем, то чтобы подчерк- 
нуть этот факт, оно обозначается через СЁ (49). Конечные поля, 
построенные как кольца вычетов целых чисел, не исчерпывают 
всего множества полей, но конечные поля с простым числом эле- 
ментов всегда могут быть построены как кольца вычетов. 

Если поле СР (р) не содержит квадратного корня из —1, то 
его можно расширить до GF (p*) точно таким же способом, как 
поле вещественных чисел расширяется до поля комплексных чи- 
сел. Например, в поле СР (7) выполняется равенство 6 == —1, 
но, как легко проверить, поле не содержит элемента, квадрат 

которого равен 6. Следовательно, поле СР (49) можно задать 
множеством элементов вида 

GF (49) = {a-+ jb: a, DEGF (7)}, 

определив на нем операции сложения и умножения так же, как 

для комплексных чисел: 

(a+ jb) + (c+ jd) = (4+ O+i0+4), 
(a + jb) (c + jd) = (ac — bd) + j (ab + cd),
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где во всех скобках справа операции обозначают сложение и ум- 
ножение в поле СР (7). При таком определении множество СР (49) 
является полем. Целыми поля СЁ (49) являются элементы поля 
СЕ (7), так что характеристика поля СР (49) равна 7. 

Теорема 5.2.4. Каждое поле содержит однозначно определяе- 
мое наименьшее подполе, которое либо изоморфно полю рациональ- 
ных чисел, либо содержит конечное число элементов. Следовательно, 
характеристика каждого поля Галуа либо бесконечна, либо равна 
простому числу. 

Доказательство. Каждое поле содержит 0 и 1. Для построения 
подполя рассмотрим подмножество G = {0, 1, ГЕИ 
+1, ...\, обозначая его элементы соответственно {0, 1, 2, 3, ...}. 
Это подмножество содержит либо бесконечное множество эле- 
ментов, Либо конечное множество, скажем р. Мы покажем, что 
если это число конечно, то оно просто и С = СЁ (р). Так как @ 
является циклической группой, то сложением в нем служит сло- 
жение по модулю р. В силу наличия в поле дистрибутивного за- 
кона умножение в С также является умножением по модулю р, 
так как 

ав = 11+... ВЕВУВТ... +В, 

где сумма содержит & копий элемента В и сложение выполняется 
как сложение по модулю р. Следовательно, умножение также яв- 
ляется умножением по модулю р. Относительно умножения каж- 
дый ненулевой элемент В имеет обратный, так как последователь- 
ность В, ЭВ, ЗВ, ... образует в С циклическую подгруппу. 
Поскольку а-В ==0 для любых ненулевых © и В из исходного 
поля, то «В >= 0 по модулю р для всех целых поля, и, следова- 
тельно, р должно быть простым. Таким образом, подмножество ( 
образует в точности простое поле, описываемое теоремой 5.2.3. 

Альтернативным является случай, когда множество С беско- 
нечно. В этом случае оно изоморфно кольцу целых чисел. Наимень- 
шее содержащее С подполе Ё изоморфно наименьшему полю, 
содержащему кольцо целых чисел, каковым является поле рацио- 

нальных чисел. (J 

В поле Галуа СР (4) всегда можно найти простое подполе 
СЕ (р). В частности, если то 4, с которого мы начинаем, само яв- 
ляется простым числом, то это простое подполе можно интерпре- 
тировать как поле вычетов целых чисел по модулю 49. Следова- 
тельно, на самом деле имеется только одно поле с заданным числом 
элементов, которое, конечно, допускает много различных пред- 
ставлений.
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5.3. Поля, основанные 
на кольцах многочленов 

Ноля можно строить, отталкиваясь от колец многочленов, та- 
ким же образом, как были построены конечные поля из кольца 
целых чисел. Такая конструкция приводит как к конечным, так 
и К бесконечным полям в зависимости от того, было ли исходное 
кольцо многочленов определено над конечным или бесконечным 
полем. Эти расширения оказались полезными в нескольких 
направлениях дискретной обработки сигналов. Они были ис- 
пользованы для построения теоретико-числовых преобразований, 
рассматриваемых в гл. 6, и для построения алгоритмов много- 
мерной свертки, рассматриваемых в гл. 7. 

Пусть имеется кольцо многочленов Ё [х| над полем Р. Так же 
как для кольца 2 были построены кольца вычетов, можно по- 
строить и для кольца Ё [х] его факторкольцо. Выбирая из Ё [х] 
произвольный многочлен р (х), можно определить такое кольцо, 
используя р (х) в качестве модуля для задания арифметики этого 
кольца. Мы ограничим рассмотрение только приведенными много- 
членами, так как это ограничение снимает ненужную неопреде- 
ленность построения. 

Определение 5.3.1. Для произвольного приведенного много- 
члена р (х) ненулевой степени над полем Ё кольцом многочленов 
по модулю р (х) называется множество всех многочленов над Р, 
степень которых не превосходит степени многочлена р (х), с опе- 
рациями сложения и умножения многочленов по модулю р (х). 
Это кольцо принято обозначать через Ё [х/ф (х)). 

Произвольный многочлен г(х) из F [х| можно отобразить 
в Ё [х Ир (х)), отображая г (х) в Rp xy [r (x)]. Два сравнимых 
по модулю р (х) элемента а (х) и В (х) из Е (х) отображаются в один 
и тот же многочлен из F [x]/(p (x)). 

Теорема 5.3.2. Кольцо многочленов по модулю р (х) является 

кольцом. 

Доказательство. Доказательство проводится прямой провер- 

кой выполнения свойств кольца. Г) 

В качестве примера рассмотрим кольцо многочленов над СР (2), 

выбирая модуль равным р (х) = х? - 1. Тогда кольцо многочленов 
по модулю р (х) равно СР (2) [х|/(х? + 1). Оно состоит из эле- 
meuToB {0, 1, x, x + 1, x3, x + 1, x* + x, № + х + 1, и умно- 

жение в этом кольце выполняется, например, следующим образом: 

(1). (2) = Вен [(? + J) 7] = Resi lx (4° + I) + 8+ 41 = 
= хх, 

где использована редукция по правилу x4 = x (x? + 1) + x.
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В качестве другого примера рассмотрим кольцо многочленов 
над полем рациональных чисел (), выбирая р (х) = x* | 1. Тогда 

кольцо многочленов по модулю р (х) есть © [х/(х + 1) Оно 
содержит многочлены вида а -- хб, где аи В — рациональные 
числа. Умножение выполняется по правилу 

(а -+ xb) (c + xd) = (ac — bd) + x (ad + be). 

Умножение имеет ту же структуру, что и комплексное умножение; 
на самом деле рассматриваемое кольцо является полем. Это вы- 
текает из следующей общей теоремы. 

Теорема 5.3.3. Кольцо многочленов по модулю приведенного 
многочлена р (х) является полем тогда и только тогда, когда много- 
член р (х) прост '). 

Доказательство. Пусть многочлен р (х) прост. Чтобы доказать, 
что рассматриваемое кольцо образует поле, достаточно показать, 
что каждый ненулевой элемент имеет мультипликативный обрат- 
ный. Пусть $ (х) — некоторый ненулевой элемент кольца. Тогда 
деё $ (*х) < 4еёр (х). "Так как многочлен р (х) прост, то НОД 
[$ (х), р (х)1 = 1. Согласно следствию 2.7.7, 

1 = a(x) p(x) + 6 (x) s(x) 
для некоторых многочленов а (х) и В (х). Следовательно, 

1 = Rp (») [1] = Кр (+) [а (х) р (х) Е В (х) 5(х)] = 
= Кр (») [6 (х)] - Кр (х [$ (х)] = Кр (ху [В (х)] $ (Хх). 

Таким образом, в кольце многочленов по модулю многочлена 
p(x) многочлен В, (») [6 (х)] является мультипликативным об- 
ратным к $ (Хх). 

Теперь предположим, что многочлен р (х) не прост. Тогда 
р (х) = г (^) $ (х) для некоторых Г (х) и $ (х). Если кольцо явля- 
ется полем, то многочлен г (х) имеет обратный г* (х), и поэтому 

$ (х) =.Вр (д [$ (х)] = Кр" (х) Г (х) -8 (Х)] = 

= Rp (xy [77 (x)-p (x)] = 9. 

Но $ (х) = 0, и мы получаем противоречие. Следовательно, такое 
кольцо не может быть полем. [Г] 

Теорема описывает один из способов построения поля комплекс- 
ных чисел С как расширения поля вещественных чисел К. Так 
как многочлен х? -- 1 является простым над полем вещественных 

  

1) Напомним что простой многочлен является одновременно приведенным 
и неприводимым. Для построения поля достаточно только неприводимости р (x), 
ио мы условились рассматривать только приведенные многочлены, так что даль- 
нейшие результаты носят менее общий характер.
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чисел, то © можно расширить до множества {а -| bx}, rme au b 
вещественны, задавая сложение и умножение по модулю х?-{ [. 
Тогда 

(a + bx) (c + dx) = (ac — bd) + (ad + be) x, 

(a -+ bx) + (c + dx) = (a+ c) + (b+ d)x. 

Эти формулы будут более привычны, если вместо х поставить ]: 

(a + jb) + (c+ jd) = @+т 9+1 +4, 
(a + jb) (c+ jd) = (ac — bd) + j (ad + be). 

Эта же самая конструкция может быть использована для расшире- 
ния Любого поля, над которым многочлен х? - 1 простой. Таким 
полем является, например, СЁ (7), и его можно расширить до 
поля СЁ (49) точно так же, как поле вещественных чисел до поля 
комплексных чисел, что и было формально проделано перед до- 
казательством последней теоремы. 

С другой стороны, многочлен х? -- 1 не является простым мно- 
гочленом над полем СЁ (5) и не может быть использован для его 
расширения. Чтобы построить расширение СР (25) поля ОР (5), 
надо воспользоваться многочленом х? -- х + 1, который является 
простым над ОР (5). При этом модуле правило умножения прио- 
бретает вид 

(a + xb) (c + xd) = (ac — bd) + x (ad + bc — bd). 

Умножение в этом поле отлично от умножения в комплексном 
поле. Умножение‘ всегда будет задаваться этим правилом, если 
поле СР (р*) получается как расширение поля СЕ (р) с помощью 
многочлена х? |+ х-+- 1, и такое расширение всегда возможно, 
если Хх? | х | 1 является простым над СР (р). В частности, этот 
многочлен можно использовать при расширении СЕ (2) до СЕ (4). 

5.4. Минимальные многочлены и сопряжения 

Элемент некоторого поля может быть корнем многочлена, ко- 
эффициенты которого принадлежат некоторому меньшему полю. 
Если элемент является корнем хотя бы одного такого многочлена, 
то с ним оказывается связанным один специальный многочлен, 
представляющий особый интерес. 

Определение 5.4.1. Пусть Р — некоторое поле, а элемент В 
принадлежит некоторому расширению поля РЁ. Минимальным 
многочленом | (х) элемента В над полем Р называется ненулевой 
приведенный многочлен наименьшей степени, такой что коэффи- 
циенты его принадлежат основному полю РЁ, а элемент В является 
корнем.
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Минимальный многочлен над полем ЁР существует не для вся- 
кого элемента расширения — элементы вещественного поля, не 
имеющие минимальных многочленов с рациональными коэффи- 
циентами, называются трансцендентными числами — но если 
для данного элемента минимальный многочлен существует, то 
он единственен. Действительно, если КИ (х) и 2?) (х) оба являются 
минимальными многочленами элемента В, то они оба приведенные, 
имеют одну и ту же степень и В является их корнем. Тогда мно- 
гочлен [(х) = [КЮ (х) — [2 (х) имеет меньшую степень и В яв- 
ляется его корнем. Следовательно, | (х) = О и [К (х) равен 
fo (x). 

Теорема 5.4.2. Каждый минимальный многочлен является 
единственным и простым. Если f (x) — минимальный многочлен 
элемента В, а g (x) — некоторый многочлен, для которого В яв- 
ляется корнем, то ] (х) делит в (х). 

Доказательство. Единственность минимального многочлена 
мы уже доказали. По определению многочлен | (х) является при- 
веденным. Предположим, что [ (х) разлагается в произведение двух 
многочленов, } (х) = а (х) Ь (х). Тогда f (B) = а (В) Ь (В) = 0, так 
что хотя бы один из многочленов а (х) и Ь (х) имеет степень, мень- 
шую чем степень [ (х), и элемент В служит его корнем. Следова- 
тельно, минимальный многочлен является простым. 

Для доказательства второй части теоремы запишем 

g (x) = f (x) h (x) + s (x). 
Степень многочлена $ (х) меньше степени | (х), так что $ (х) не 
может иметь элемент В своим корнем. Но 

0 = g (B) = [ (В) № (В) + $ (В) = $ (р), 
так что многочлен $ (х) равен нулю, и теорема доказана. Г] 

Каждый элемент В поля Ё имеет над Е минимальный много- 
член первой степени, равный | (х) = х— В. Если элемент Р 
не принадлежит полю РЁ, то степень его минимального многочлена 
равна двум или больше. Следовательно, минимальный многочлен 
может иметь и другие корни. Но тогда минимальный многочлен 
элемента В является минимальным многочленом и для других, 
отличных от В, элементов. 

Определение 5.4.3. Два элемента некоторого расширения поля 

‚ имеющие общий минимальный многочлен над Ё, называются 
сопряженными (относительно Р). 

В общем случае один элемент может иметь более одного сопря- 
женного элемента, на самом деле столько, какова степень его ми- 
нимального многочлена. Подчеркнем, что отношение сопряжен-
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ности Двух элементов зависит от основного поля. Два элемента 
комплексного поля могут быть сопряженными относительно поля 
рациональных чисел, но не быть сопряженными относительно 
поля вещественных чисел. Например, минимальный многочлен над 

Г/Р + /- 

О комплексного числа ГУ 2 равен х“ — 2, а над Р равен х? +у2. 
1S 

Множество сопряженных с ]У2 элементов, содержащее этот 
чи 4 и „1 

элемент, относительно поля © равно (2, —У2, 1У2, —1/ 3}, 
.4 ГА .4 

а относительно поля Ю равно (1/2, —|/ 3}. 

5.5. Круговые многочлены 

Над произвольным полем Ё можно выписать разложение мно- 
гочлена х” — | в произведение его простых делителей: 

x" — 1 = py (X) Pp (x) ... рк (%). 
Если Е — поле рациональных чисел, то простые делители нахо- 
дятся сравнительно легко. Они представляют собой многочлены, 
которые даются следующим определением. 

Определение 5.5.1. Над произвольным полем Ё для каждого п 
круговой многочлен определяется равенством 

Qi(xy= П (x—oh), 
HOD (i, n)=1 

где ®„ равно корню *) степени п из единицы в некотором расши- 
рении поля Р. 

Главным образом нас будут интересовать круговые многочлены 
над полем рациональных чисел ©. В этом случае в, = е пт 
принадлежит полю комплексных чисел, а для п< 105 коэффи- 
циентами круговых многочленов являются —1, 0 или +1. 

В достаточно большом расширении поля Ё — для поля рацио- 
нальных чисел таковым является комплексное поле — многочлен 
х" — 1 может быть разложен в виде 

—1 
м —1= 1] (x—or), 

i=0 

где ®«„ — корень степени п из единицы. Следовательно, каждый 
круговой многочлен можно выразить в виде произведения неко- 
торых из этих линейных множителей. Определение кругового 
многочлена специально построено так, чтобы все его коэффици- 
енты были рациональными. 

т) Имеется в виду, конечно, первообразный корень степени п из единицы. — 
Прим. перев.
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При малых п круговые многочлены можно легко вычислить, 

разлагая многочлен x" — 1. Очевидно, что ©; (х) = х — 1. Для 

выяснения общей ситуации найдем несколько начальных много- 

членов. Пусть п = 2. Тогда 

x? — 1 = (x — 1) «+ 1) = Q (x) 9. ©. 

Пусть п = 3. Тогда 

№ — 1 = (x — 1) (29 + « + 1) = Q (x) @ (x). 
Пусть п = 4. Тогда 

жд — 1 = (х— 1) (+ 1) 02+ 1) = 0, (5 Q(X) a. 

Отметим, что на каждом шаге появляется только один новый 
множитель. Пусть п = 5. Тогда 

Жо 1 = (х — а-я Хх 1 = &% 1 (5) 6%. ©. 

Пусть п = 6. Тогда 

= (С, Ое-х-и < — Хх = 

= Qi (x) Qe (x) Qs (x) Qe (x). 

Пусть п = 7. Тогда 

= (х— еек) = 

=Q, (x) Q, (x). 

Пусть п = 8. Тогда 

8—1 = (х— АН, = 

= Q, (x) Qe (x) Qa (x) Qs ©). 
Пусть п = 9. Тогда 

= (х— хи = 

= ©, (х) ©; (х) Ч ©). 

Общий случай описывается следующей теоремой. 

Теорема 5.5.2. Для каждого п 

deg Qn (x) = @ (п), 

где ф (п) — функция Эйлера. 

Доказательство. ф (п) определяется как число целых чисел, 

меньших й и взаимно простых с й, и это в точности совпадает 

с числом линейных множителей, входящих в определение (), (х). [1 

Теорема 5.5.3. Для каждого п 

хп" — 1 = И ©, (х). 
k|n
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Доказательство. Непосредственные вычисления дают: 

п 

х"— 1 = П(х— ®#) = П (х— о.) = 
1—1 Еп НОД (Е, п)=п/Е 

= I1Q, (x). 
kin 

Теорема 5.5.4. Had произвольным полем коэффициенты кру- 
гового многочлена всегда являются целыми этого поля. 

Доказательство. Воспользуемся индукцией по п. Коэффици- 
енты многочлена (©, (х) = х — | являются целыми. Согласно 
теореме 5.5.3, 

х" — 1 

Qn) = Tow: 
bin 

Деление приведенного многочлена с целыми коэффициентами на 
приведенный многочлен с целыми коэффициентами дает в виде 
частного приведенный многочлен с целыми коэффициентами. 
Следовательно, утверждение теоремы верно для любого п, если 
оно верно для всех меньших положительных целых п. [1 

Теорема 5.5.5. Над полем рациональных чисел все круговые 
многочлены являются простыми и, следовательно, минимальными 
многочленами для соответствующих корней из единицы. 

Доказательство. Приведенность круговых многочленов оче- 
видна. Доказать надо только неприводимость круговых многочле- 
нов над полем рациональных чисел. Пусть | (х) обозначает мини- 
мальный многочлен элемента ®„ над полем рациональных чисел. 
Пусть Й — произвольное целое число, взаимно простое с п, и 

пусть & (х) — минимальный многочлен элемента ‹й над полем 
рациональных чисел. Предположим, что g (x) = f (x) для каж- 
дого такого й. Тогда многочлен [ (х) должен быть кратным много- 
члену О, (х), и так как О» (х) приведен и имеет рациональные 
коэффициенты, | (х) = ©, (х). Тогда наша задача сводится к до- 
казательству того, что для каждого взаимно простого с п числа В 

минимальный многочлен с (х) элемента wr равен многочлену ] (х). 
Шаг 1. Докажем сначала это утверждение для случая, когда В 

равно простому числу р, не являющемуся делителем п. Пусть 

с (х) — минимальный многочлен элемента ®л и предположим, Что 
он не равен многочлену | (х). Тогда 

x" — 1 = f (x) g (x) E(x), 
для некоторого многочлена # (х), коэффициенты которого целые 
числа, так как оба многочлена | (х) и & (х) являются делителями
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многочлена х” — | и имеют целые коэффициенты. Так как эле- 
мент ®„ является корнем многочлена & (хР), то многочлен & (хР) 

кратен многочлену f (x): 

в (х?) = f (x) k (x) 
для некоторого многочлена К (х) с целыми коэффициентами. За- 

меним теперь оба равенства вычетами по модулю р: 

x" —1 =f (x) g(x) t (x) (mod p), 

g(x") = f (x) k(x) (mod p). 
Согласно теореме 2.2.4, второе равенство записывается в виде 

(g (x))? = fF (x) k(x) (тор). 

Рассмотрим разложение этого уравнения над полем СР (р}. Каж- 

дый простой делитель р (х) многочлена } (х) должен быть простым 

делителем многочлена (2 (х))?, и, следовательно, многочлена g (x). 

Следовательно, (х” — 1) должен делиться на (р (х))?. Но тогда 
формальная производная пх”-! от многочлена (х” — 1) делится 
над СЁ (р) на р (х). По предположению р не делит п, а х не может 

быть делителем f (x)(mod p), Tak Kak f (x) делит хп” — 1. Полу- 

ченное противоречие показывает, что & (х) не может быть не рав- 

ным [ (х). 
Шаг 2. Теперь докажем утверждение для произвольного A, 

взаимно простого с п. Запишем разложение В на простые множи- 
тели: 

  

h = р:рь ... р». 

Каждый из‘этих множителей взаимно прост с п, так как Й взаимно 
просто с п. Согласно утверждению шага |, если в„ — корень 

многочлена f (x), TO п’ также является корнем этого многочлена. 

Теперь опять воспользуемся шагом 1: если в.’ — корень много- 

члена { (х), то и ®л"?* является корнем этого многочлена. Исполь- 
h 

зуя индукцию, получаем, что и ®„ является корнем f (x).0 

5.6. Примитивные элементы 

Согласно данному в разд. 2.3 определению, примитивным эле- 
ментом поля Галуа называется такой элемент &@, что каждый не- 

нулевой элемент поля можно однозначно записать в виде степени 

этого элемента. Например, в поле СР (7) выполняются равенства 

31 = 3, 32 =, 33 = 6, 3* == 4, 3 = 6, 3° = |, так что 3 является 

примитивным элементом поля СР (7). Примитивные элементы 

полезны при построении полей, так как, коль скоро один из них 

найден, то, перемножая степени этого примитивного элемента, 

можно построить таблицу умножения в этом поле. В полях Галуа
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примитивные элементы играют роль основания логарифмов. 
В данном разделе будет доказано, что каждое конечное поле со- 
держит примитивный элемент. 

Конечное поле образует абелеву группу двояким способом. 
Множество всех элементов поля образует абелеву группу по сло. 
жению, и множество всех элементов поля, исключая нуль, обра- 
зует абелеву группу по умножению. Мы будем работать с группой 
по умножению. Согласно теореме 2.1.5, порядок этой группы де- 
лится на порядок каждого ее элемента. 

Теорема 5.6.1. Пусть В, Вь, ..., Вел — Ненулевые элементы 
поля СЁ (4); тогда: 

xi! — 1 = (x ~ Bi) (x — Ba) --- (Х — Вел). 

Доказательство. Множество ненулевых элементов поля СР (4) 
образует конечную группу по умножению. Пусть В — какой- 
либо элемент из СР (4), и пусть Ё — мультипликативный порядок 
этого элемента. Тогда, согласно теореме 2.1.5, В делит 9 — 1. 
Следовательно, 

Bo — ("yeti — pe sh =] 
> 

так что В является корнем многочлена хх" — 1. Г] 

Теорема 5.6.2. Группа ненулевых элементов поля СЕ (4) по 
имножению является циклической. 

Доказательство. Если число 4 — 1 простое, то теорема триви- 
альна, ибо порядок всех элементов, за исключением нуля и еди- 
ницы, равен 4 — 1, так что каждый такой элемент примитивен. 
Доказывать теорему надо только для составного числа 4 — 1. 
Рассмотрим разложение числа 9 —1 на простые множители: 

5 

q— | = П pii. 
i=I - 

Так как СР (9) — поле, то среди его д — 1 ненулевых элементов 
должен найтись хотя бы один, не являющийся корнем многочлена 

xf D/P, |, поскольку этот многочлен может иметь не более 
(4 — 1)/р; корней. Следовательно, для каждого $ можно найти 

Ve 

’ (9—1)/р; (9—1) [Р;' 

такой элемент а; поля СЁ (4), что а; = 1. Пусть 6; = а: ‚ 
$ 

и пусть 6 = Il b;. Tlokaxem, uTo nopsyzoK 6 равен 9 — 1, и, 
i=l 

следовательно, группа является циклической. 
Vv. 

Шаг 1. Порядок элемента 6; равен р;’. Доказательство.
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ру! vs 
Очевидно, что В; = |, так что порядок b; AenuT pi*. On pa- 

п; pri 

вен числу вида р;. Если п; меньше vj, TO В; =]. Ho 
^.-—1 

bj = Q; #1, и, следовательно, порядок элемента b; 
Ve 

равен р:’. 
Шаг 2. Порядок элемента Ь равен д — 1. Доказательство. 

Предположим, что 5” = 1. Покажем сначала, что из этого вы- 
Ve 

текает равенство п = 0 (шо@ р!) ana scex i=l], ..., $. Для 
каждого $ можно записать 

(" IT pa 
155 

b = 1. 

$ pj 
$ 

Заменив Ь на ] | В; и используя равенство 6,’ = 1, находим 
1—1 

(" I] 21?) 

bh IF ТИ. 
Таким образом, 

n II pji=O (mod p7?). 
15“ 

Поскольку р; представляют собой различные простые числа, то 

n=O (mod pi') для каждого $. Следовательно, п =0 (то9 9—1). 
Теорема доказана. Г] 

Теорема 5.6.3. В каждом поле Галуа имеется примитивный 
элемент. 

Доказательство. Так как ненулевые элементы поля СЁ (4) 
образуют циклическую группу, то среди них имеется элемент 
порядка д — 1. Этот элемент является примитивным. [] 

Задачи 

5.1. а. Приводим ли иад полем рациональных чисел многочлен р (х) = х4* 
-- 2х3 - x? — 2? Если приводим, то разложить его. 
6. Приводим Ли иад полем вещественных чисел миогочлеи р (х) = ж- 
-- 2х3 - x? — 2? Если приводим, то разложить его. 
в. Приводим ли многочлен р (х) = x4-+ 2x3 ++ х? — 2 над полем комплекс- 
ных чисел? Если приводим, то разложить его. 

5.2. Над полем рациональных чисел пусть 

Py (x) = 8-1, р» (х) = Ех 1.
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а. Найти НОД [p, (x), pe (x)]. 
6. Найти НОК [р (х), ро (х)]. 
в. Найти миогочлены А (х) и В (х), удовлетворяющие равенству 

HOD, [py (x), pe (x) ] = A (x) pr (*) + B (x) р» (%. 

5.3. Пусть т: (д = Ех 1, me (x) = x*®-++ 1, my (x) = x? — 1. 
Ilyctb gaunt cy (x) = c (x) (mod m, (x)), 

Co (x) = c (x) (mod my (x), 

Cs (x) = c (x) (mod mes (x)), 
где степень многочлеиа с (х) не превосходит 5. Найти все многочлены, необ- 
ходимые для вычисления многочлена с (х) по этим вычетам. 

5.4. Сколько круговых многочлеиов делят х15 — 1? Найти их. 

5.5. Пусть р (х = У. х?. Используя соотношение 
£=0 

x60 — 1 = (x — 1) p (x), 
найти К, (у) [х320 1. 470 4. 20). 

5.6. Доказать, что для формальной производной многочлена выполняется 
равенство 

[r(x SQV =r’ (Xs) +7) 8" (0, 
и что если а? (х) делит г (х), то а (х) делит r’ (x). 

5.7. Доказать, что в кольце 7/(15) целых чисел по модулю 15 многочлеи р (х) = 
— Хх? — | имеет более двух корней: Этот же многочлен над полем имеет 
только два корня. В каком месте в случае кольца не проходит доказатель- 
ство теоремы? 

5.8. Многочлеи р (х) = x4-++ x8-+ х2-- х-- 1! неприводим над полем СР (2) 
Следовательно, кольцо миогочленов по модулю р (х) является полем СР (16). 
а. Доказать, что в этой конструкции элемент поля, соответствующий 

многочлену х, не является примитивным. 
6. Показать, что многочлеиу х-- 1 соответствует примитивный много- 
члеи 
в. Найти минимальный миогочлен элемента х-|- 1. 

5.9. Над полем СР (16): 
а. Сколько имеется различных приведенных многочлеиов второй степени 
вида х?- ах-| В, В == 0? 
6. Сколько имеется различных многочленов вида (х — В) (х — \), В, \ == 
5 0? . 
в. Доказывает ли это существование неприводимых многочленов второй 
степени? Сколько простых многочлеиов второй степеии имеется над по- 
лем СЁ (16)? . 

5.10. а. Построить расширение поля вещественных чисел К, используя простой 
многочлен х4 -|- |. Объясиить, почему это расширение является полем ком- 
плексных чисел С, которое можно построить также, используя простой 
многочлеи х?-{| |. . 
6. Построить расширение поля рациональных чисел ©, используя простой 
многочлен х* -|- 1. Объяснить, почему это расширение отличается от рас- 
ширения поля рациональных чисел с помощью простого многочлеиа х? -|- 1. 

5.11. Построить поле СЁ (7), задавая его таблицами сложения и умножения. 
5.12. Вычислить 3200 (то 7). 
5.13. Доказать, что кольцо вычетов Со является кольцом. , 
5.14. Найти элементы порядка р”! (р — 1!) в каждом из следующих полей: 

СР (9), СЕ (25), СЕ (27), СЕ (49). 
5.15. Доказать, что многочлеи х8 -|- х3 + 1 иеприводим иад полем рациональных 

чисел.
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Замечания 

Материал данной главы обычен для математической литературы. Хорошее 

изложение теории чисел можно найти у Оре [1] (1948) и Харди и Райта [2] 

(1960). Свойства полей Галуа описываются во многих книгах по абстрактной 
алгебре, например, в книгах Биркгофа и Маклейна [3] (1941), а также Ван дер 
Вардена [4] (1949). В большинстве материала, однако, это стандартное изложение 
является формальным, уделяет основное внимание абстрактным свойствам и 
содержит мало примеров и прнложений. Большее внимание вычислительным 

аспектам полей Галуа уделил Берлекэмп [5] (1968). Более детальное изложение 
колец многочленов и круговых многочленов можно найти в книге Маклеллана 

и Рейдера [6] (1979).



Глава 6 

ВЫЧИСЛЕНИЯ В СУРРОГАТНЫХ ПОЛЯХ 
  

Часто задачу вычисления в заданном поле можно вложить 
в другое поле, произвести там необходимые вычисления, а затем 
ответ вернуть в заданное поле. Целесообразность такого перехода 
может мотивироваться различными причинами. Может оказаться, 
что в новом поле необходимые вычисления выполнить легче, и это 
уменьшает объем работ или упрощает реализацию вычислений. 
Иногда электронные компоненты для вычислений в некотором поле 
доступнее, чем для заданного поля, и тогда, если требуемые вы- 
числения допускают подходящую переформулировку, резоннее 
перейти в это поле. Возможны ситуации, когда желательно раз- 
работать стандартный вычислительный модуль обработки боль- 
ших массивов данных и использовать его при решении разнооб- 
разных задач для обработки дискретных сигналов. Подгонка одного 
типа вычислений к другому может осуществляться тогда с целью 
стандартизации. 

Другой важной причиной использования суррогатных полей 
является улучшение точности вычислений. Вычисления в полях 
Галуа не содержат погрешностей округления и поэтому всегда 
точны. Если задачу вычисления в поле вещественных или комп- 
лексных чисел удастся погрузить в поле Галуа, то это может при- 
вести к увеличению точности результата. В большинстве задач 
обработки дискретных сигналов можно ограничиться вычисле- 

ниями с фиксированной запятой; обычно оказывается достаточной 

16-битовая арифметика с фиксированной запятой. Если поле 

Галуа достаточно велико, чтобы содержать 16-битовые целые 

числа, то в его пределах можно правильно осуществлять многие 

целочисленные операции, если только результаты не выходят 

за пределы 16-битовых целых чисел. 

6.1. Свертка в суррогатных полях 

Свертка в поле вещественных чисел часто может быть заме- 

нена сверткой в подходящем поле Галуа. В реальных задачах 

вещественные числа записываются в виде конечного числа де 

сятичных или двоичных знаков; в цифровой обработке сигналов
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обычно используется запись с фиксированной запятой. Двоич- 
ное представление с конечным числом знаков может ограничива- 

ться 12 или 16 битами. При вычислениях можно предполагать, 
что двоичная точка находится справа — все числа являются 
целыми. Сдвиг двоичной точки во входных данных с целью вклю- 
чения остальных случаев является очень простым делом. 

Итак, линейную свертку 

s (x) = g (x) d (x) 
в поле вещественных чисел мы заменяем сверткой в кольце целых 
чисел. Для этого нужно только входные данные интерпретировать 
как пелые числа. Внешний вид уравнения, описывающего свертку, 
не меняется, но операции приобретают смысл стандартной цело- 
численной арифметики. Затем уравнение в кольце целых чисел 
можно погрузить в подходящее поле Галуа, скажем, простое поле 
Галуа, СЁ (р), если простое число р достаточно велико. Если все 
входящие в свертку целые числа положительны, то задающее про- 
стое поле СР (р) простое число р должно быть столь большим, 
чтобы выходные коэффициенты свертки не превосходили р — 1. 
Тогда выполняется сравнение 

s (x) = g (x) d (x) (mod p); 

и условие вычислений по модулю р излишне. Если $; могут при- 
нимать и отрицательные значения, то задающее простое поле СЁ (р) 
простое число р надо выбирать так, чтобы $; попадали в диапазон 
— (р — 1/2 < 3 < (р 1/2. Тогда отрицательные целые числа 
могут быть представлены положительными целыми числами в ин- 
TrepBane oT (p + 1)/2 до р— 1. 

Свертка в поле Галуа может быть вычислена любым из при- 
годных в данном поле методов. Некоторые прямые методы рас- 
сматриваются в следующем разделе. Можно также воспользо- 

ваться преобразованием Фурье в данном поле и теоремой о свертке. 
На рис. 6.1 приводится сравнение такого вычисления в поле Га- 
луа и в поле комплексных чисел. Мы видим, что на обеих сторо- 
нах рисунка выписаны одинаковые уравнения, хотя, конечно, 
заложенные в них арифметики различны. 

Так как циклическая свертка в поле Галуа приводит к тому 
же самому ответу, что и циклическая свертка в кольце целых 
чисел, то использование преобразования Фурье данного поля 
Галуа также приводит к правильному ответу. Так как арифмети- 
кой поля СЁ (р) является арифметика по модулю р, то перепол- 
нения по модулю р в промежуточных вычислениях роли не играют, 
но могут оказаться существенными в выходных вычислениях; 
если р выбрано достаточно большим, то переполнения в выходных 
данных невозможны. 
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Вышисление целочисленной свертки 

s(x) = 2(х)а(х) 

Npoueéypa f° Процедура 2 

Вложение целых чисел В ©; вложение целых чисел 

apugomemuKa поля С В СЕ(р), 
арифметика поля СЕР). 
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D, =}, od, D, = Yo o*d, 

G, = у, wrk, бк = wg; 
: : 

S, = G,D, S, = G,D, 

\ 

1 . } . 
ae > w*S, $ = he oS, 

5(х) 5(х) 

Рис. 6.1. Сравнение двух процедур свертки. 

В качестве примера рассмотрим вычисление 5-точечной цикли- 

ческой свертки, 
s(x) = g(x) d(x) (mod x° — 1). 

Выберем простое р равным 31 и будем работать в поле СЁ (31). 

Это поле подходит к рассматриваемой задаче постольку, поскольку 
нам известно, что коэффициенты свертки $ (х) не превосходят 30. 
Для реально возникающих задач поле СЁ (31) слишком мало и 

мы его выбрали только для примера. 
Так как 5 делит р -— 1 = 30, то в данном поле существует 

преобразование Фурье длины 5. Ядром преобразования можно
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выбрать элемент 2, так как его порядок равен 5. Пусть 

dy = 2; Ч, = 6, d, = 4, Я; = 4, d, = 0, 

В, = 3, а: = 0, в. =2, в = Ь 4 =2. 

5. точечное преобразование вектора d задается равенствами 

  

4 

р, = У 24» Е =0, ..., 4; 

для вектора & имеют место аналогичные соотношения. В матрич- 

ной записи соответственно имеем 

D, аи [> 
D, | 2 4 8 |6 
dD) = 4 16 2 8 I4. 

D, 1 8 2 16 4] 44 
D 16 83 210 a 

Таким образом, компоненты векторов-преобразований даются 
равенствами 

Dy) = 16, р, =0, р. =5, Dz = 29, Dy = 22, 

Go = 8 G, = 20, G = 22, G;g=0, G, = 27. 

Перемножая ДР; и (;, для S; получаем: 

So = 4, S, = 0, S, = 17, Sz; = 0, $. = 5. 

Так как 5-25 = | в поле СР (31), то 5" = 25. Следовательно, 
обратное преобразование Фурье задается равенством 

So i tt 1 74 30 
$ 1 1 8 4 2 Jo 30 
s| =25 1 8&8 2 16 4| || = |241, 
5, 1 4 1 2 ss fo 26 
Se 1 2 4 8 16 |5 18 

определяющим окончательный результат. Непосредственное вы- 
числение этой свертки в кольце целых чисел дает тот же результат. 
Если мы выберем большие входные компоненты, то некоторые ком- 
поненты свертки окажутся больше 30. В этом случае вычисление 
свертки в СР (31) приведет к переполнению выходных компонент 
и даст неправильный результат. Тогда нужно использовать 
большее поле; в практических приложениях полезны поля, 
содержащие по меньшей мере 21 элементов. 

Если длина слова слишком велика для поля желаемой мощно- 
сти, то можно воспользоваться китайской теоремой об остатках 

и работать с вычетами целых чисел, разбивая таким образом длин- 
НЫе слова на короткие подслова. Это использование китайской тео-
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ремы об остатках отличается от ее предыдущего использования 
при построении переупорядочивания линейного потока данных 
в таблицу. Теперь она используется только для разбиения самих 
чисел, не затрагивая индексацию данных: данные следуют в своем 
естественном порядке. Новые свертки, конечно, можно вычислять, 
используя опять китайскую теорему об остатках, но на сей раз, 
в отличие от предыдущего, она будет использоваться для вновь 
сформированных многочленов и их индексов. 

1 
[lycrp s} o6o3Hayaer parser S; (mod m,;) aaa rf B3AMMHO Mpocrerx 

целых чисел пи, Me, ..., m,. Torna 

N—1 = 0 L+N—1 1 Ly 4 yoseey , 
= У’ (mod m)), 1—0 

k=0 — Vy «26 9 Г, 

r (По. yu ds? = а, ( ). п Е 
де д!’ = р; (то4 пи) и 4; ’ = 4; (под ти). По китайской теореме 

об остатках величины 5$; восстанавливаются по вычетам $. 
Следовательно, вычисление свертки, содержащей болышие це- 
лые числа, мы свели к вычислению г сверток, содержащих малые 
целые числа. Для вычисления этих составляющих сверток можно 
пользоваться уже описанными способами или быстрыми алгорит- 
мами вычисления сверток в кольце целых чисел. 

6.2. Числовые преобразования Ферма 

Простейший вид алгоритмы вычисления преобразования Фурье 
имеют в полях Галуа вида GF (2"-+- 1), которые действи- 
тельно являются полями, если р = 2" -|- | — простое число. 
Известно, что число 2” -| | не является простым, если т не равно 
степени двух. Однако обратное утверждение неверно, так как 
число 23? -|- | является составным. Но при т = 2, 4, 8 и 16 
число 2" + | является простым, равным соответственно 5, 17, 
257 и 65 537. Это множество целых чисел известно под назва- 
нием простых чисел Ферма. Если 4 — простое число Ферма, то 
в поле СР (4) число 4 — | и любой его делитель равны некоторой 
степени двойки. Преобразование Фурье 

n—] 

У, = Ло“, k=0,...,n—1, 
1—0 

определено, если й делит 2" и существует элемент ® порядка п "). 
Таким образом, в поле GF (2'° + 1) определены преобразования 
Фурье длин 218, 25, 29, ..., 22, 2. Используя алгоритм Кули— 
Тьюки, преобразование Фурье в поле СР (2” + 1!) можно пред- 

1) Такое преобразование Фурье называют часто числовым преобразованием 
Ферма. — Прим. перев.
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ставить в виде последовательности преобразований по основанию 
ва, для реализации которой требуется всего лишь примерно 

(п/2) 1082 п умножений и (п/2) 105, п сложений. 
Преобразования длины 32 и меньше в поле GF (27° + 1) дела- 

ются на самом деле намного проще. Это обусловлено тем, что по- 
рядок элемента 2 в эгом поле равен 32. Чтобы увидеть это, доста- 

точно заметить, что 216 -|- | = Ов поле СЁ (2:6 - 1). Следовательно, 

  

916 —= —1 и 232 = 1. Преобразование Фурье записывается в виде 

31 

V, = $2", Е=0,..., 31, 
ix=0 

и умножение в данной арифметической системе сводится просто 
к циклическому сдвигу, так как представляет собой умножение на 
степени двойки. Такое преобразование вычисляется чрезвычайно 
просто, но длина 32 слишком мала для многих приложений. 

В общем случае простого числа Ферма 2" -|- | порядок эле- 
мента 2 в поле СЁ (2” - 1) равен 2т, так что 2 может быть ис- 
пользовано в качестве ядра преобразования длины 2т. Для по- 
строения преобразования Фурье длины 4т можно воспользоваться 

ядром У 2. В этих полях, как легко проверить возведением в квад- 
рат и использованием соотношения 2” = —1, выполняется ра- 

венство (2 = 9”^ (2”/ — 1). Поэтому каждая степень элемента 
И? имеет вид 98 - 1%. 

Например, преобразование Фурье длины 64 в поле СЁ (21° -- 1) 
записывается в виде 

63 
У, = 3 (2 9)" а, Ь =0, ..., 63. 

i=0 

Если для этого вычисления воспользоваться БИФ-алгоритмом 
Кули—Тьюки по основанию два, то все умножения на константы 
будут умножениями на числа вида 2° - 28 и, следовательно, 
могут быть реализованы как пара циклических сдвигов и вычита- 
ние. В общем случае поля СЁ (2” + 1!) преобразование Фурье 
длины большей чем 2” всегда содержит нетривиальные умноже- 
ния. Число этих умножений можно уменьшить сведением БИФ- 
алгоритма Кули—Тьюки в форму многомерного преобразования, 
в каждом из измерений которого используется не более чем 2т- 
точечное преобразование. . 

Например, рассмотрим 1024-точечное преобразование в поле 
ОР (216 + 1): 

1023 

У, = Ло“д, Е=0,..., 1023, 
i=0 

где ® — элемент порядка 1024, который можно полагать равным 

1“, где л — примитивный элемент поля. Элемент 3 в поле
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1024 

  

32-точенчный 32-точечный 

BING -anzopumm Kynu- Teroru BND ~anzopurim Kyau Teron 

„без умножение“ „без умыожений 

Рис. 6.2. Структура 1024-точечного БПФ-алгоритма в поле СЁ (218 -| }), 

СЕ (218 -- 1) является примитивным, но, возможно, такой выбор 
не является лучшим. Мы хотим © выбрать так, чтобы выполнялось 
равенство 63? = 2; следовательно, п надо выбрать так, чтобы 
12048 — 2. БИФ-алгоритм Кули—Тьюки приводит преобразование 
к виду 

3 31 
V ner pee — у о!’ Вы у gi тени | , 

т р=0 
Для каждого значения Г внутренняя сумма является 32-точечным 
преобразованием Фурье, и для каждого Е” внешняя сумма явля- 
ется 32-точечным преобразованием Фурье. Каждое 32-точечное 
преобразование Фурье в свою очередь может быть разбито по 
БИФ-алгоритму Кули—Тьюки по основанию два и вычислено 
с помощью только циклических сдвигов и сложений. Умножения 
Ha off" представляют ‘собой нетривиальные умножения, но та- 
ких умножений имеется всего 1024, и все они являются целочис- 
ленными. На самом деле при Г или К”, равном нулю, эти умноже- 
ния тривиальны, и остается только 93] нетривиальных умноже- 
ний. Структура этого БПФ-алгоритма показана на рис. 6.2. В 
общем случае преобразование Фурье в поле СР (2Е -- 1) може 
быть вычислено с помощью примерно п ([105., п] — 1) умноже- 
ний в поле СЁ (2 -| 1), (1/2) n log, п сложений в этом поле и 
(1/2) п 105. п циклических сдвигов. ‘ 

Арифметикой поля СР (28 -- 1} являются обычные целочис- 
ленные сложение и умножение с последующим приведением ре- 
зультата по модулю 216 -|- |. Но так как 218 = —1, то 2164! = 
= —91, так что биты порядка больше чем 16 переводятся в млад- 
шие разряды и вычитаются. 

6.3. Числовые преобразования Мерсенна 

Полями Галуа, в которых умножение выглядит наиболее 

естественным образом, являются поля вида СЁ (2" — 1), которые 
являются на самом деле полем только для простых т, так как
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если т — Число составное, то 248 — | делится на 24 — 1. Про- 

стые числа вида 2" — | называются простыми числами Мерсенна. 

Наименьшие значения т, для которых число 2т — 1 является 

простым, равны 3, 5, 7, 13, 17, 19 и 31; соответствующие им 

простые числа Мерсенна равны 7, 31, 127, 8191, 181 071, 524 287 
u 2 147 483 647. 

Арифметика поля СЁ (2”" — 1) очень хорошо согласуется с 
представлением целых чисел в виде т-битовых чисел, так как 
в этом поле 2” = 1. Следовательно, арифметикой поля является 

обычная пелочисленная арифметика, в которой биты переполнения 
переносятся слагаемыми в соответствующие низшие разряды. 
Это и есть арифметика 1-дополнений '). 

Поле СЕ (2” — 1) существует для всех простых чисел 27" — 1. 
В поле Галуа СР (49) преобразование Фурье существует для всех 
длин П,-которые делят число 4 — 1. Следовательно, в простом 
поле СЁ (2" — 1) преобразование Фурье существует для всех 
длин nN, которые делят число 2” — 2. Эти преобразования иногда 
называют числовыми преобразованиями Мерсенна. 

Так как число (2”" — 1) — Е не равно степени двух, то число- 
вые преобразования Мерсенна нельзя вычислять с помощью 
БПФ-алгоритма Кули—Тьюки по основанию два. Этим они су- 
щественно отличаются от числовых преобразований Ферма, для 
которых БПФ-алгоритм Кули—Тьюки оказался вполне подходя- 
щим. Для вычисления числового преобразования Мерсенна мо- 
жно воспользоваться любым БИФ-алгоритмом по смешанному 
основанию. 

Например, поле СЁ (213 — 1) можно рассматривать как поле, 
элементы которого заданы в виде 13-битовых представлений це- 
лых чисел. Свертка двух векторов, компоненты которых заданы 
12-битовыми числами, может быть вычислена в этом поле, если 
только не происходит переполнения выходных коэффициентов 
свертки. Таким образом, линейная свертка $ (х) = g (x) d (x), 
где коэффициентами многочленов & (х) и 4 (х} служат 12-битовые 
положительные целые числа {что эквивалентно 13-битовому пред- 
ставлению пелых чисел в обратном коде), может быть выражена 
в виде 

  

s (x) = g (x) d(x) (mod 2¥ — }), 

если известно, что коэффициенты многочлена $ (х) меньше чем 
28 — |. 

Для длин п, которые делят число 218 — 2, в поле СЁ (28 — 1) 
существует преобразование Фурье. В данном случае выбор воз- 

  

#) Напомним, что речь идет о двоичном представлении целых чисел в обрат- 
Ном коде, в котором взятое с обратным знаком число записывается в виде допол- 

нения его двоичной записи. Например, при т = Зир = 7 число 2 записывается 

В виде 010, а число — 2 = 5 в виде 101. — Прим. перев.
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можной длины п преобразования дается разложением 28 — 2 == 
= 2-5.7.9.13. В качестве ядра преобразования Фурье можно 
выбрать элемент —2, так как 213 — | = 0 (то4 213 — 1), и, сле- 
довательно, порядок —2 равен 26. Таким образом, преобразование 
Фурье записывается в виде 

25 

У» => (—2)"0,, k=0,..., 25. 
=0 

В этом преобразовании Фурье все умножения исчерпываются 
умножениями на степени двух, и, следовательно, вычисление мо- 
жно реализовать одними циклическими сдвигами, без умножений. 
С другой стороны, делители числа 26 не очень пригодны в качестве 
длин БИФ-алгоритмов; на этой конкретной длине трудно приду- 
мать что-то лучшее, чем вычислять преобразование Фурье как 
оно записано посредством 25? циклических сдвигов и 26-25 сло- 
жений. 

Для построения преобразований на других длинах приходится 
допустить наличие умножений. Алгоритм на болышой длине, 
скажем 70, строится из алгоритмов малых длин, в данном случае 
2, Би 7, подобно тому, как рассматриваемый в гл. 8 БИФ-ал- 
горитм Винограда больнюй длины для поля комплексных чисел 
строится из БПФ-алгоритмов Винограда малых длин. Эти алго- 
ритмы полностью аналогичны, за исключением того, что по-раз- 
ному определяются константы умножения, связанные с различ- 
ным определением ядра ow. 

В качестве примера построим 5-точечный БИФ-алгоритм 
Винограда в поле СЁ (213 — 1). Непосредственной проверкой мо- 
жно установить, что 3 является примитивным элементом поля 
СЕ (213 — 1); следовательно, порядок элемента 372`7`9`13 (что равно 
4 794) равен 5. Далее, порядок элемента 1904 также равен 5, 
так как 1904 = (4794)3. Тогда 5-точечное преобразование Фурье 
в поле СЕ (213 —1) имеет вид: 

4 

У, = $ (904) "о, k=0,..., 4. 

Сначала воспользуемся алгоритмом Рейдера для замены этого 
вычисления сверткой. Так как алгоритм Рейдера оперирует 
только с индексами компонент данных, то эта конструкция пол- 
ностью повторяет конструкцию для поля комплексных чисел. 
Этим задача сводится к вычислению циклической свертки $ (х) = 
= g (x) d (x) (mod м — 1}, в которой многочлен Рейдера равен 

g (x) = (o® — 1) 8 + (ot — 1) 8 + (0? — I) x + (0-1) = 
И = 300113 — 1511х? -|- 4793x + 1903 

а (х) = 03 -- и ох Ра,
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Ss (x) = (Vs — Vo) x8 + (Va — Vo) x? + 

+ (V2 — Vo) x + (Vi — Vo). 

Теперь воспользуемся быстрым алгоритмом вычисления 4-то- 
чечной циклической свертки. Так как разложение многочлена 
х4 —1 в поле СЕ (23 — 1) дается равенством x* — 1 = (x — 
— 1) («+ 1) (+4 1), To этот алгоритм циклической свертки 

имеет тот же самый вид, что и для полей комплексных и вещест- 
венных чисел. Это позволяет воспользоваться выписанным на 
рис. 4.13 алгоритмом, интерпретируя арифметические операции 

как операции в поле СЁ (2 — 1). Итак, 

G, | I 1 I 1903 6142 

G, 1 -!I I -!I 4793 2245 

С ЕЗ -2 -2 2 |-151| = | 811 

С. 2 2 -2 -2 3001 2603 

G, 2 0-2 0 1707 

и Б-точечный БПФ-алгоритм Винограда в поле СР (2 — 1) 
записывается в виде 

и. 10000 0 fi рег Ию 
и, tot t O-1 tf | 6142 Ord EE Udy 

= Пао т 2245 O 1-1-1 I fe. 

и, Ето 811 0 1 0 0-1} jus] . 
и. ато 2603 0 0-1 1 Of fu, 

0 1-1 1-1 1707 

В качестве второго примера рассмотрим поле СЁ (2" — 1), 
элементы которого записаны как 17-битовые представления це- 
лых чисел в обратном коде. Линейная свертка последовательно- 
стей 16-битовых целых чисел может быть вычислена как свертка 
в поле СЁ (21° — 1): здесь не происходит переполнения выходных 
компонент свертки. Для вычисления свертки можно воспользо- 
ваться БПФ-алгоритмами в поле СЁ (2 — 1) и теоремой о свертке. 

Длины преобразования Фурье в поле СЁ (2" — 1) исчерпы- 
ваются делителями числа 2 — 2, которые полностью определя- 
ются разложением 217— 2 == 2.3.5.17-257. Можно выбрать, 
например, п == 510, и строить 510-точечное БПФ-преобразование 

из 9-точечного, 3-точечного, 5-точечного и 17-точечного БИФ- 

алгоритмов. Модули для 2-точечного, 3-точечного и 5-точечного 

преобразований очень просты и даются малыми БПФ-алгорит- 

мами Винограда. Хотя эти малые алгоритмы рассматриваются над 

полем СЁ (217 — 1), записываются они точно так же, как и в слу- 

чае поля комплексных чисел. 
17-точечное преобразование тоже представляет собой простой 

модуль, но строится он другим способом. А именно, элемент 2
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поля СЁ (211 —1) имеет порядок 17, так как 217 = 1. Следова- 
тельно, 17-точечное преобразование в этом поле задается равен» 
ствами 

6 — 

У, = У 2, В =0,..., 16, 
=0 

и может быть вычислено с помощью одних циклических сдвигов 
и сложений. Умножения не нужны. 

Если необходимо вычислить свертку, длина которой больше 
510, то надо использовать также множитель 257. 257-точечное 
преобразование Фурье с помощью алгоритма Рейдера сводится 
к 256-точечной циклической свертке, которая затем вычисляется 
с помощью БПФ-алгоритма Кули—Тьюки по основанию два и 
алгоритма свертки. 

6.4. Алгоритмы свертки 
в конечных полях 

В полях Галуа вместо того, чтобы пользоваться преобразова- 
нием Фурье и теоремой о свертке, можно строить прямые методы 
вычисления свертки. Для построения алгоритмов свертки приме- 
нимы все описанные в гл. 3 методы. Другой путь построения пря- 
мых алгоритмов свертки состоит в модификации уже построенных 
алгоритмов свертки для поля вещественных чисел. 

Для преобразования алгоритма свертки, построенного для 
поля вещественных чисел, в алгоритм свертки в поле Галуа 
СЕ (4) характеристики р начнем с алгоритма свертки, записанного 
в виде 

$ =С [(Ag)- (Bd)), 

где А, Ви С—: матрицы с рациональными элементами. Умно- 
жим обе части равенства на наименьшее целое число Ё, такое, 
чтобы ликвидировать все знаменатели во всех компонентах; 

тогда равенство перепишется в виде 

Ls = C’ [(A’g)-(B'd)}, 

roe L —nenoe yucno u A’, B’, С’ — целочисленные матрицы. 
Это равенство можно рассматривать как алгоритм вычисления 
целочисленной свертки; следовательно, его можно рассматривать 
и как уравнение по модулю р: 

Ls = C’{(A’g)-(B’d)] (mod p). 
Если Г 5-0 (шо4 р), то, разделив обе части равенства на L no 

модулю р, получаем алгоритм свертки в СР (р), и, более того, 
алгоритм в любом расширении поля СР (р).



6.4. Алгоритмы свертки в конечных полях 203 
  

  

Если Г, сравнимо с нулем по модулю р, то алгоритм свертки 
для поля вещественных чисел не переносится в поле Галуа, и 
надо строить такой алгоритм прямо в самом поле Галуа. Эта 
задача возникает даже тогда, когда Г, не равно нулю по модулю р, 
так как может оказаться, что алгоритм свертки, построенный спе- 
циально для данного поля Галуа, лучше алгоритма, перенесенного 
из другого поля. Для построения такого алгоритма можно поль- 
зоваться разработанными в гл. 3 методами; конечно, при этом 
требуется, чтобы разложение 

m(x) = m) (x)... m™) (x) 

было разложением в TOM поле, в котором вычисляется 
свертка. 

В болыней части данной главы мы будем интересоваться по- 
лями, характеристика р которых велика. Гак как для таких по- 
лей Г, будет намного меньше р, то все алгоритмы свертки для поля 
рациональных чисел могут быть перенесены в СР (р) и будут 
выглядеть точно так же. В оставшейся части этого раздела мы 
займемся противоположным случаем — случаем полей малой 
характеристики, или, еще конкретнее, случаем полей характери- 
стики два. Поля Галуа характеристики два играют важную роль 
в нескольких приложениях. 

Начнем с построения алгоритма 3-точечной циклической сверт- 
ки для полей характеристики два. В поле бесконечной характери- 
стики этот алгоритм записывается уравнением 

So 1 | O-1}] В (90 + &, + 22) 1 i Wd, 

sj = [i -I1-1 2 (Ро - Е?) Гон аи. 

5) 01-1 (2, — 2.) 0 1—- Ша, 

(Во + 8, - 28,)] 1 1-2 

Ни один из знаменателей не кратен двум. Следовательно, алгоритм 
может быть перенесен в поля характеристики 2. Арифметикой 
целых чисел в полях характеристики два является арифметика 
по модулю два, так что все целые числа равны нулю или единице. 
Соответственно новый алгоритм записывается в виде 

Sp 1 ГО И (go + 8) + 82) Bod oF ld, 

sj = jf} fF 1 0 (29 + 82) она... 

Sy ОЕ (2, + 22) ОИ td, 

(go +g, [f 1 0
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—5 

С другой стороны, алгоритм 2-точечной свертки содержит зле- 

ЕВ 
менты с четным знаменателем и, следовательно, не может быть 
перенесен в поля характеристики два, так как знаменатели 
обратятся в нуль. Лучший алгоритм 2-точечной циклической сверт- 
ки в полях характеристики два задается равенством 

Нин 
и содержит три умножения. Причина необходимости трех умно- 
жений кроется в том, что над полем СР (2) многочлен х” — 1 не 
разлагается в произведение двух взаимно простых множителей, 
так как в полях характеристики два —1 = 1, и, следовательно, 
х? + 1 = (х + 1); следовательно, в конструкцию алгоритма 
в качестве модуля входит многочлен х* -|- 1 степени два. 

Такая ситуация, когда число умножений в конечном поле 
больше числа умножений в рациональном поле, ‚встречается для 
циклических сверток многих длин. Это происходит потому, 
что несколько простых делителей многочлена х" — |1 оказываются 

равными. С другой стороны, некоторые циклические свертки в по- 

лях конечной характеристики требуют меныше умножений, чем 
свертки тех же длин в рациональном поле. Это происходит потому, 
что круговые многочлены в конечных полях могут распадаться 
в произведение простых множителей. Например, над полем ра- 
циональных чисел разложение на неприводимые множители мно- 

гочлена х’ — | имеет вид 

P—l=(x—-DN(P+ Ot A+ 24+ P+ x4 I), 

а над полем характеристики два это разложение можно продол- 

ЖИТЬ: 

ж— |= (х— 1) (ЕВРО. 

Следовательно, согласно выписанной в разд. 3.8 общей границе, 

оптимальный (относительно числа умножений) алгоритм /-TO- 

чечной циклической свертки над полем рациональных чисел дол- 

жен содержать 12 умножений, а оптимальный алгоритм 7-точеч- 

ной циклической свертки над полем характеристики два должен 

содержать 1] умножений. Для первого случая известен хорошии 

с практической точки зрения алгоритм, содержащий 16 умноже- 

ний, а для второго — хороший алгоритм с 13 умножениями.
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Последний алгоритм строится методами главы 3 и задается равен- 

CTBOM 

= — = 
a И { 

            

    

Пи пасы Паергете Им 
5, o100t 11 O11 1 0 0 tle) |i oO fF Lt Oo Of fa, 
5. iootti o 1 otd to o fg jo tot id t Of fa, 
s|=|f 10 1001 11 00 1 0 if lgj-jo ot ott tt td, 
5. 1) 10100 100101 Ug, Ji t 1 00 8 Of ld, 
5. ооо O 1 0t Ft Ole) у гого И Ia, 
5] JO 2 EPO 1 OF (foo 1 Ot Tt Tt igf [LOO 1 OF 4 

o1tltoot Oli toito Olt iot 0 
010111 0 1 ioro0dodt 1008 11 0 
0otoitt iotrootd 0ootitlot 
i1ootol 10011 1 0 11 toto oO 
ооо т ооо и i1otroot 

| тлоого oorrrod Гого огин J             
Такого сорта улучшения можно найти и в полях большей ха- 

рактеристики. Например, в поле СР (11) разложение на простые 
множители того же многочлена х’ — 1 имеет вид 

xt — 1 = (x — 1) (8 + 5x? 4х — 1) (9 — 4 — 5—1) 
Следовательно, в полях характеристики одиннадцать алгоритм 
вычисления 7-точечной циклической свертки содержит 11 умно- 
жений. Таким алгоритмом является 

            

5 fi 4-1 0-4 1-5 302 i] (fi ita aa t) [fe [-3-3-3-3-3-3-3 ] | 
s,| |1 242 4-1 4-5-1-5 1 0 0 1-5-1 41 fe, $03 1 5-4 1| Ia, 

s| [15 4-5 0-1 4 2 4-2-1 1113 4 2-1 te, |-4-4 4 3-2 2 a} Ia, 
= Низ 05-5 1105 4 1-11 0-5 40] [#1 - |] 3-3 2 5-3-3-1] Id, 

54 10114101141 12 4-5 0 2-4} Ig, 0015-1141 № 

s| |! 0 1-1 2.0 0 1-1 2 0 0 0 1-5-1 4 ig. | o-s 2-1 3 2-1) lal}, 
s| it 11d ottid 0 10 01 4-1-5] fef |-5 0-3 5 5-2 0 Id 

11 1-12 43 -4-4-1 § 0 2 2 
1-1 10 4-5 0 —3 3-2 4-2-1 1 
12 4 5-2-1 2 0 0-1-4 1 5-1 

{fo oO 1 4-1-5 2 | @ 5-1-1-4 OL J 

В алгоритм входит только !| умножений общего вида, но 
умножений на малые фиксированные константы (--:2, -3, -4, 
-=5) он содержит достаточно много. Каждое из таких умножений 
можно заменить несколькими сложениями, но тогда мы получим 
болыное число сложений. Возможности улучшения этого алго- 
ритма и являются открытой задачей. Ее решение зависит от 
стоимости сложений и умножений. В достаточно болыших расши- 
рениях поля СР (11”) умножения обходятся существенно дороже 
сложений, так что такой алгоритм может оказаться вполне при- 

годным. В простом поде СР (11), по-видимому, замена умножений 
сложениями не дает преимуществ.
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6.5. Комплексная свертка 
в суррогатных полях 

В последних двух разделах мы видели, как свертку в ве- 
шественном поле можно вложить в поле Галуа, где ее удобнее 
вычислять. Теперь мы займемся этой же задачей для свертки 
комплексных чисел. В зависимости от наличия в поле СР (р) 
элемента У —1 здесь имеются два различных случая, которые 
приводят к соверщенно разным действиям. Мы рассмотрим только 
два класса простых чисел: простые числа Мерсенна и простые 
числа Ферма. В случае простых чисел Мерсенна поле СР (р} не 

содержит элемента У —1; в случае простых чисел Ферма элемент 

У —1 принадлежит полю СР (р). Мы будем рассматривать лишь 
эти два класса простых чисел, но к любому другому простому 
числу можно применить один из этих методов. 

Мы начнем с простых чисел Мерсенна, р = 2” — 1, где т — 

нечетное простое число. Это поле не содержит элемента У —1. 
Расширим поле СР (2" — 1} до поля СР ((2" — 1)*) подобно 
тому, как поле вещественных чисел Р расширяется до поля комп- 
лексных чисел С. Тогда преобразование Фурье в none GF ((2™ — 
— 1)*) можно использовать для вычисления свертки в поле 
комплексных чисел. 

В поле вещественных чисел многочлен х* -| 1 не имеет корней. 
Обозначим через ] некоторый новый элемент и присоединим его 
к полю вещественных чисел, образуя множество С = {а + В], 
где аи В -—- вещественные числа, а сложение и умножение за- 
даются правилами 

(a + bj) + (c+ dj) = @to + (6 + dij, 

(a + bj) (c + dj) = (ac — bd) + (ad + be) j. 

Легко проверить, что это множество образует поле. 
Аналогично, в поле Галуа СР (2" — 1) многочлен х” - I He 

имеет корней. Расширим это поле, присоединив к нему некоторый 
обозначаемый через ] элемент и сформировав множество СР ((2" — 
— 1)*) = {a+ bj}, rue au b — произвольные злементы поля 
GF (2" — 1). Сложение и умножение опять зададим правилами 

(a + bj) + (¢ + dj) = (a + ¢) + (6 + a) ij, 

(a + bj) (¢ + dj) = (ac — bd) + (ad + be) j, 
где операции справа являются операциями в исходном поле 
СЕ (2" — 1). Легко проверить, что такое определение задает поле, 
содержащее (2” — 1) элементов. 

Подытожим сказанное в виде двух теорем.
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Теорема 6.5.1. Если 2" — 1 — простое число Мерсенна, то 
none GF (2™ — 1) не содержит среди своих элементов квадратного 
корня из —1 } следовательно, многочлен х? -- 1 не имеет в этом 
поле корнеи. 

Доказательство отложим до конца раздела. 

Теорема 6.5.2. Относительно определенных выше операций сло- 
жения и умножения множество СЕР ((2" — 1)?) образует поле. 

Доказательство. Утверждение вытекает непосредственно из 
того, что многочлен х?-- 1 прост. [1 

Теперь рассмотрим преобразование Фурье в поле СЁ ((2" — 
— 1). Длина преобразования равна (27 — 1)? —1 или делит 
это число. Так как имеет место разложение (2” — 1) — 1 = 
= 2" (2т— — 1), то возможной длиной преобразования Фурье 
в поле СЁ ((2”" — 1)) является 2”*!, и тогда это преобразование 
можно вычислять с помощью Б Ф-алгоритма Кули—Тьюки по 
основанию два. Другие возможные длины преобразования Фурье 
задаются делителями числа` 9”"—1 — I, 

Выберем, например, т == 17. Тогда (2" — 1)? —1 = 28 х 
х 3.5.17.257. В качестве длины преобразования можно взять 
любую степень двойки вплоть до 218, а большие длины получа- 
ются присоединением остальных делителей. 
Пусть п делит 21 и пусть 

п] 

У, = J oa, Е =0, ооо 5 n—l, 

1—0 

где ® — элемент поля СЁ ((2'"?* — 1)*) порядка п. (В табл. 6.1 
приведены найденные на ЭВМ соответствующие элементы ©.) 
Так как п равно некоторой степени двух, то для вычисления преоб- 
разования Фурье можно воспользоваться БПФ-алгоритмом Кули— 
Тьюки по основанию два. 

Возможности выбора длины преобразования Фурье в поле 
СЕ ((217 — 1)?) существенно шире, чем в поле СЁ (2 — 1); в част- 
ности, это относится к длинам, равным степени двойки. Поэтому 

для вычисления циклической свертки в СР (217 — 1) можно перейти 
в поле СЁ ((217 — 1)), рассматривая исходную свертку как свертку 
целых чисел поля СР ((2" — 1}. 

В случае, когда р является простым числом Ферма, У —1 явля- 
ется элементом простого поля, и построение расширения СР (р”) 
с операцией умножения, аналогичной умножению в поле комплекс- 
ных чисел, невозможно. Действительно, для р = 2” + 1, где т 
равно степени двух, возведением в квадрат легко убедиться, что
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—1 = 27^ (2т? — 1]. Для вычисления свертки s(x) = 
= g (x) d(x), rue 

& (x) = r(x) + igs (x) 4 d(x) = da(x) + jd; (x), 

приходится вычислять четыре свертки gp (x) dp (x), Er (x) d; (x), 
g, (x) dr (x) uw g,(x)d,;(x) 4 пользоваться равенствами 

Sr (Xx) = r(x) dr (x) — gr (x) dr (x), 

8; (x) = gr (x) dr (x) + &т (х) ав (х). 

Лучшая процедура, содержащая вдвое меныпе умножений, осно- 
вана на определении в кольце СР (р) [х /(х" — 1) многочленов 

а(х) = > (r(x) — gg (х)) (dp (x) — 2"? dy (x))» 

b (x) = (gn (x) +2767 (x)) (dn(x) "Та, (3), 
для вычисления которых надо сделать только две свертки. Все 
вычисления проводятся в кольце СЕ (р) [х]/(х" — 1), и свертка 
8 (х} вычисляется по правилу 

Spi= (a (x) + 6 (х)), 
8; (x) = 27? (a (x) — b (x). 

Для завершения раздела нам осталось провести доказательство 
теоремы 6.5.1. Оно достаточно длинно и опирается на понятие 
квадратичного вычета. Те элементы простого поля СР (р), для 
которых в этом поле существуют квадратные корни, называются 
квадратичными вычетами (поскольку по модулю р они равны квад- 
ратам своих квадратных корней). Если р нечетно, то ровно поло" 
вина элементов поля СЁ (р) имеют квадратные корни. Чтобы это 
показать, заметим сначала, что каждая четная степень примитив- 
ного элемента © имеет квадратный корень. С другой стороны, каж- 
дый элемент, равный квадратному корню, может быть записан 
в виде о! для некоторого i, так что его квадрат равен ©“), где 

‘двойные скобки в показателе степени использованы для обозна- 
чения того, что вычисления проводятся по модулю р — 1, так 
как мультипликативная группа поля является циклической по- 
рядка р — 1. Но число р — 1 четно, и, следовательно, ((21)) также 
четно. Таким образом, только четные степени элемента х могут 
иметь квадратный корень. 

Теорема 6.5.3. Для нечетных р в поле СЕ (р) элемент Г яв- 
ляется квадратичным вычетом тогда и только тогда, когда 
r(p—l)/2 | 

Доказательство. Предположим, что 7-01. Тогда + 
не может существовать в данном поле, так как в противном случае
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должно бы было выполняться равенство (Ут)? " = 1, которое 
не выполняется. 

Предположим, что г(Р—0/2—= 1, и пусть © — примитивный эле- 
мент поля СЁ (р). Очевидно, что все четные степени элемента & 
являются квадратичными вычетами, а все нечетные степени эле- 
мента & квадратичными вычетами не являются. Надо только по- 
казать, что г равно четной степени элемента &. Допустим против- 
ное: г = ©2711; тогда, так как порядок элемента & равен р — 1, 
имеем 

pPDP — (ето — ой (РПП — PDP 1. 

Таким образом, из равенства r(P—D/?— | вычхекает, что Г равно 
четной степени элемента & и, следовательно, является квадратич- 
ным вычетом. [1] 

Теперь у нас уже все готово для доказательства теоремы 6.5.1. 

Теорема 6.5.1. Элемент —1 поля СЕ (2" — 1), где 2" —1— 

простое число Мерсенна, не имеет в этом поле квадратного корня. 
Следовательно, многочлен х? | | не имеет в этом поле корней. 

Доказательство. Предположим, что —1 имеет квадратный ко- 

рень, равный г. Тогда /* = —1 и, согласно теореме 6.5.3, ИРИ! = 
т—2)/2 эт— 

= |. Так как р = 2" — 1, то 2") | или г ri= 1, 
2т—1 _ 

Но г? = —Т ит — 1! четно. Следовательно, г =] иг" = 1. 

Но тогда 1? не равно —1. Полученное противоречие показывает, 

что в данном поле не существует квадратного корня из — 1. 
CI 

6.6. Преобразования в числовом кольце 

Если поле Р содержит элемент порядка п, то в этом поле сущест- 
вует преобразование Фурье длины п. Если преобразование Фурье 
существует, то оно обладает всеми элементарными свойствами 
такого преобразования. 

Часто возможно также определить преобразование в кольце, 
но при этом ситуация не является столь простой. В настоящем 
разделе рассматриваются преобразования в кольце 2/(9) целых 
чисел по модулю 49. Если 9 — простое число, то 2/(9) является 
полем, и, как мы уже видели, в нем существует преобразование 
Фурье со всеми его основными свойствами. Поэтому надо рассмо- 
треть только случай составного числа 9. Как мы увидим, даже для 
составных д можно дать осмысленное определение преобразования 
Фурье. Однако структура этих преобразований представляет сэ- 
бой точную копию преобразований Фурье для простых делителей 
числа 0, так что переход к составному д прибавляет мало возмеж- 

ностей.
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Мы хотим определить в целочисленном кольце преобразование 

п--1 

Vi= Lote k=0,..., n—l, 
=0 

вектора у над кольцом 7/(9) так, чтобы существовало обратное 

преобразование 
n—\ 

—] —{Е e 

0; =n У о Ve» i = 0, one 9 n—l, 

k=0 

и была справедлива теорема о свертке. Для того, чтобы такое опре- 

деление преобразования Фурье было возможным, необходимо 

выполнение двух условий: (1) должен существовать элемент @ 

порядка п; (2) элемент п в кольце 2/(9) должен быть обратимым. 

Нужна, конечно, еще и обратимость элемента в, но из условия 
о” = 1 автоматически следует, что wt = wo, 

Итак, надо определить те значения п, для которых существует 

элемент ® порядка п. Начнем с простейшего случая д, равного сте- 

пени простого нечетного числа р, д = р". Кольцо 7/(р”) не об- 

разует поля, так как его умножением является умножение по 

модулю р”. Согласно теореме 5.1.8, в этом кольце имеются эле- 

менты порядка (р — 1) р"-\, и согласно теореме 5.1.5 (теореме 

Эйлера), порядок каждого взаимно простого р” элемента делит 

(р—1)р”_'. Согласно этому условию, для каждого делителя п 

числа (р— 1) р”! можно выбрать элемент ® порядка п. Однако 

теорема 5.2.2? утверждает, что число п обратимо тогда и только 

тогда, когда п и р” взаимно просты. Следовательно, п не может 

делиться на р. Таким образом, в качестве « можно выбрать только 

элементы, порядок которых л делит р — 1. Следующая теорема 

показывает, что для каждого такого п существует соответствующее 

преобразование Фурье. Однако длины такого преобразования 

в 7/(р") в точности совпадают с теми длинами, которые допустимы 

для преобразования Фурье в поле СЁ (р). Изменения касаются 

только разрядности используемых чисел, которая увеличивается 

примерно с 108. р до т 108, р. Но обычно разрядность является 

достаточно большой и для преобразований в поле СЁ (р), что еще 
больше уменыцает преимущества перехода к 2 /(р”). 

Ситуация для произвольного 4 аналогична и описывается 

следующей тоеремой. 

Теорема 6.6.1. Обратимое преобразование Фурье длины п над 
кольцом 2/(а) существует тогда и только тогда, когда п делит 

р — 1 для всех простых делителей р числа 4. 

Доказательство. Сначала мы приведем доказательство для 

случая, когда д равно степени простого числа. Затем используем
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——. 

китайскую теорему об остатках, чтобы связать этот случай со 
случаем произвольного числа 0. 

Проще всего доказывается обратная часть теоремы. Длина п 
преобразования обратима, только если пи 4 взаимно просты, 
так как 

пп" = 1 - 04, 

и, следовательно, любой делитель чисел п и 4 должен быть и де- 
лителем единицы, так что он должен равняться единице. Далее, 
теорема 5.1.5 утверждает, что если порядок п элемента © вза- 
имно прост с а, то он делит ф (4) = (р — 1} р" *. Следовательно, 
преобразование Фурье в кольце й/р”) существует только на 
длинах п, которые делят р — 1. 

Теперь докажем прямое утверждение теоремы. Полагать р 
равным 2 смысла нет, так как тогда п равно [ и утверждение три- 
виально. Следовательно, р — нечетное простое число и согласно 
теореме 5.].8 существует элемент л порядка (р. — 1) р" '. Для 

любого делителя 6 числа р — | положим ® = x? . тогда по- 
рядок элемента ® равен (р — 1)/Ъ. Таким образом, для любого 
делителя Ь числа р — | имеется элемент ® этого порядка, и 
остается доказать существование обратного преобразования 
Фурье. Для этого запишем 

п 1 п п 

wt ый ие" Уеии = 
k=0 k==0 

n—l м] 

1 А (17— ее | hi 

¢’=0 =0 

° '. e e 

Ecau i’ = i, To cymma no & pasua п. Для [52 Г имеем 

n—l 
, и 

> (0 В = out) 
k=0 

  

Так как оба индекса фи Г меньше пи i’ —i-~ 0 (mod n), то BE 

ражение справа равно нулю. Таким образом, 

n—l п 1 

1 —ik 1 У — Зо = —- vz (nbz) = Vv > Ve > г’ (пб) ts 

k=0 {’—0 

что и требовалось доказать. 
my Mo my я 

Теперь предположим, что 4 = р: Р2 ... В. Воспользуемс 

китайской теоремой об остатках и алгоритмом! Гуда—Томаса для
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отображения кольца 2/(9) в прямое произведение 2/(рт) x 
т т 

x 7/(р2’) xX... X Z/(p, ’). Условия существования преобразо- 

вания Фурье в кольце #7/(4} связаны с условиями существования 

преобразований Фурье в каждом из 2/(р i’), так что условие де- 
лимости р; — 1 на п должно выполняться для всех #.[] 

По-видимому, описываемое теоремой 6.6.1 преобразование 
Фурье в целочисленном колье 2/(9) при составном д может иметь 
весьма ограниченные приложения. Тем не менее они могут в не- 
которых специальных случаях оказаться весьма подходящими. 

Рассмотрим, например, разложение 

940 +. 1 = (257) (4278255361) = рарь. 

B xompue 2/(2*% -+- 1) существует преобразование Фурье длины 
256, так как 256 делит и р, —[ и р. — {. Это преобразование 
при разрядности чисел в 41| бит обеспечивает точность вычисле- 
ний В 40 бит. Кольцо допускает БИФ-алгоритм Кули—Тьюки 
по основанию два. Арифметика переполнения легко учитывается 
равенством 2 — —1. Элемент 2 нельзя в этом случае использо- 
вать в качестве ядра преобразования, так как порядок 2 равен 80, 
а порядок ядра должен быть равен 256. Следовательно, умножения 
не могут быть реализованы в виде циклических сдвигов, а явля- 
ются умножением 40-битовых чисел общего вида. Таким образом, 
такая конструкция приводит к процедуре 256-точечной цикличе- 
ской свертки, содержащей примерно 256 -- 256 105. 256 умноже- 
ний общего типа для 40-разрядных двоичных чисел с точностью 
в 40 битовых разрядах. По сравнению с комплексным БИФ-ал- 
горитмом для 40-разрядных двоичных чисел эта процедура явля- 
ется и более точной и содержит меньшее число умножений. 

6.7. Числовые преобразования Шевилла 

Числа Шевилла (как правило, простые, но не всегда) в нестро- 
гом определении задаются как числа 9, для которых в кольце 
2/(9) существует преобразование Фурье по одному основанию 
для больших длин преобразования. Числа Шевилла связаны только 
с хорошими преобразованиями Фурье и не имеют специального 
теоретико-числового значения. Таблица этих чисел, построен- 
ных с помощью ЭВМ, приведена на рис. 6.3. 

Если элемент ® кольца 7/(9) имеет порядок, равный степени 
малого простого числа, то преобразование Фурье 

п 1 

V, = У о, k=0,...,n—1l, 
1—0
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в этом кольце удобно вычислять с помощью БИФ-алгоритма Ку- 
ли—Тьюки по одному основанию. В приведенной на рис. 6.3 
таблице для каждого 4 указан порядок, определяющий длину пре- 
образования и, равную степени малого простого числа. 

  

  

Длина Эерхрективноя Максимальная  Максималеноая 

слова 9 длина Элина длина БПФ 
слева преоброзовония по одному 

основанию 

8 163 73 162 81 

193 76 192 64 

197 76 196 49 

241 79 240 16 

251 80 250 125 

9 257 80 256 256 

401 86 400 25 

449 88 448 64 

487 89 486 243 

491 89 490 49 

10 751 96 750 125 

769 96 768 256 

883 98 882 49 

919 98 918 27 

929 99 928 32 

1009 100 1008 16 

I} 1373 10 4 1372 343 

1409 105 1408 128 
1459 105 1458 729 

1471 10 5 1470 49 

1601 106 1600 64 

1783 108 1782 81 

1951 109 1950 25 

1999 по 1998 27 

2017 110 2016 32 

12 2917 115 2916 729 

3329 117 3328 256 

3457 11 8 3456 128 

3889 119 3888 243 

4001 120 4000 32, 125 

4019 120 4018 49 

4049 120 4048 16 

4051 120 4050 81, 25 

5347 124 5346 243 

7001 128 7000 125 

7547 129 7546 343 

7681 129 7680 512 

7841 129 7840 49 

7937 130 7936 256 

8101 130 8100 81, 25 

8161 130 8160 32   

Рис. 6.3. Таблица алгоритмов Шевилла для преобразования
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Длина Эффективная Максимсленая Максимальная 
слова 9 длина длина длине 6ПФ 

слова преобразования по одному 
основбанчю 

14 8263 13.0 8262 243 

13751 13.7 13750 625 

14407 13.8 14406 240) 

15361 13.9 15360 1024 

16001 14.0 16000 128, 125 

16073 14.0 16072 49 

16193 14.0 16192 64 

16301 14.0 16300 25 

16363 14.0 16362 81 

16369 14.0 16368 16 

15 17497 14.1 17496 2187 

18433 14.2 18432 2048 

25601 14.6 25600 1024 

28751 14.8 28750 625 

28813 14.8 28812 2401 

30871 14.9 30870 343 

32077 15.0 32076 729 

32251 15.0 32250 125 

32257 15.0 32256 512 

32401 15.0 32400 25 

32537 15.0 32536 49 

32563 15.0 32562 243 

32609 15.0 32608 32 

32689 15.0 48 16 

16 39367 15.3 39366 19683 

40961 15.3 40960 8192 

52489 15.7 52488 6561 

61441 15.9 61440 4096 

62501 15.9 62500 15625 

63001 15.9 250 125 

64153 16.0 64152 729 

64513 16.0 64512 1024 

65089 16.0 65088 64 

65101 16.0 65100 25 

65171 16.0 65170 343 

65269 16.0 65268 49 

65281 16.0 96 32 

65449 16.0 65448 81 

65521 16.0 65520 16 

  

Фурье по одному основанию.
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Для вычислений в кольце 7/(9) необходимо знать вычеты по 
модулю 4, которые в общем случае вычисляются не столь просто, 
как в случае простых чисел Ферма или Мерсенна. Это является 
одним из основных недостатков числовых преобразований Ше- 
вилла; возможным выходом является предварительное вычисление 
и табулирование вычетов по модулю простых чисел. 

6.8. Алгоритм Препараты—Сервейта 

Так же как вычисления в поле комплексных чисел вкладыва- 
ются в поля Галуа, вычисления в полях Галуа можно вложить 
в поле комплексных чисел. Для вычисления свертки в СР (4) 
можно воспользоваться комплекснозначным БИФ-алгоритмом. 
Предположим, что в поле СЕ (49), где 9 равно степени простого 
числа р, требуется вычислить произведение $ (х) = & (х) а (x). 
Представим элементы поля С@Р (9) в виде многочленов; тогда 
произведение элементов поля в СЁ (4) можно интерпретировать 
как свертку многочленов по модулю неприводимого многочле- 
на р (х). Вычисление всех вычетов по модулю этого неприводи- 
мого многочлена можно отложить до тех пор, пока не будут 
вычислены все свертки. Исходная свертка при этом превращается 
в двумерную свертку. 

Запишем элементы 6; и 4, поля СЕ (4) над простым полем 
СЕ (р) в виде многочленов 

m—] т-—1 
1 1 

gi = иг Md; = 2a diz я 

где д = р", аби и Ал обозначают неотрицательные целые числа, 

не превосходящие р —1. Тогда линейная свертка векторов 8 

и 4 равна 
п 1 

$; = о вый = 

n—I m—tf m-—-] 

=) DD D gedu—sy v2't” (mod p)(mod p(x); 
k=-Q [=0 1'=0 

где р — характеристика поля, а р (х) — простой многочлен сте“ 

пени т. Определим двумерную целочисленную свертку равенством 

п т i — 0, oer 9 h— l, 

в — ‚а Ш 7, э e a 

Sit Xs et (Zk) (i k )3 i’ =— 0, фо у 2m — 1.
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Каждый элемент такой двумерной таблицы представляет собой 

число между бир — 1. Тогда 
2т—Т 

== У эи2” (mod p) (mod p(x) 
Вычисления вычетов делаются на последнем этапе вычислений, 
причем сначала вычисляются вычеты целых чисел по модулю р, 

2m—1 = 
а затем вычеты многочленов $; (2) = У} $2 по модулю много- 

и —о 
члена р (х). Сложностью вычисления вычетов можно пренебречь 
по сравнению со сложностью вычисления двумерной свертки. 
Двумерную свертку можно вычислять в любом подходящем сурро- 
гатном поле, например в поле вещественных или поле комплекс- 
ных чисел. 

Вместо поля комплексных чисел можно использовать как сур- 
рогатное поле любое подходящее конечное поле, даже с харак- 
теристикой, отличной от характеристики исходного поля. На- 
пример, для свертки последовательностей над СР (2), длина п 
которых меньше, чем половина простого числа Ферма 2” -{ | 
(при т =, 4, 8, 16 соответственио 2”-++ 1= 5, 17, 257, 
65537), можно использовать поле СЁ (2" + 1). Для этого доста- 
точно проинтерпретировать последовательность над СЁ (2) как 
последовательность целых чисел, которые принимают только зна- 
чения, равные Ои 1. Длина линейной свертки таких целочисленных 
последовательностей, хотя и больше п, но не превосходит 2", и, 
следовательно, эту линейную свертку можно вычислять`как цик- 
лическую свертку в поле СР (2" -- 1) с последующим приведе- 
нием целых чисел по модулю 2. 

Для вычисления циклической свертки в поле СЁ (2" + 1) 
можно воспользоваться любым допустимым быстрым алгорит- 
мом. Так как в поле СР (2”" -- 1) существует преобразование 
Фурье длины и, равной любому делителю числа 2”, то одной из 
возможных схем вычислений является использование преобразо- 
вания Фурье и теоремы о свертке. Преобразование Фурье при 
этом можно вычислять по БПФ-алгоритму Кули—Тьюки, содер- 
жащему (п/2) 105, п умножений и столько же сложений в поле 
СЕ (2" - 1). Далее, так как элементы поля @Р (2" - 1) допу- 
скают запись в виде (m + 1)-разрядных двоичных чисел, то слож- 
ность такого алгоритма свертки сравнима со сложностью в поле 
комплексных чисел. 

Задачи 

6.1. а. Построить логические схемы, реализующие операции умножения и сло- 
жения в поле Мерсенна СР (7). Позволяет ли представление 0 в двух видах 
получить какое-то преимущество?
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6.2. 

6.3. 

6.4. 

6.5. 

6.6. 

6.7. 

6.8. 

6.9. 

6.10. 

6.11. 

6. Построить логические схемы, реализующие операции умножения и сло- 
жения в поле Ферма СР (5). Позволяет ли представление чисел 0, |1 и2 
получить какието преимущества? 

а. Проверить, что если ядро преобразования Фурье в поле СЁ (92 4. 1) 
равно 2, то все необходимые умножения на самом деле являются умноже- 
ниями на степени двойки и могут быть заменены циклическими сдвигами. 
б. Элемент @ = 8 в поле СЁ (193) имеет порядок, равный 32, и, следова- 
тельно, может быть выбран в качестве ядра 32-точечного преобразования 
Фурье в этом поле. Можно ли как-то осмысленно утверждать, что все умно- 
жения такого преобразования являются умножениями на степени двойки 
и могут быть заменены циклическими сдвигами? 

Порядок элемента 2 в кольце #/(15) равен четырем. Выписать (4Х 4)-ма- 
трицы 4-точечного преобразования Фурье и ему обратного преобразования. 
Показать, что эти матрицы не ведут себя стандартным для матриц преобра- 
зования Фурье образом. Какие свойства оказываются неверными? Почему? 
а. Чему равен порядок элемента 2 в простом поле Ферма СР (17)? 
6. Описать 8-точечный БИФ-алгоритм Кули — Тьюки по основанию два 
для поля СЁ (17). Сколько умножений содержит этот алгоритм? 
в. Описать 4-хточечный БИФ-алгорихм Кули — Тьюки по основанию два, 
ядром которого является элемент 4. 

г. В поле СР (17) имеет место равенство ИЯ = 11. Является ли 11 при- 
митивным элементом поля? Описать 16-точечиый БИФ-алгоритм Кули —- 
Тьюки для поля СЁ (17) с минимальным числом умножений. 

Пусть д == (28-1) (21° -| !). Чему равен порядок элемента 2 в кольце 

21 (9)? 
Число 31 является простым числом Мерсенна. 
а: Чему равен порядок элемента 2 в поле СЁ (31? 
6. Выписать 5-точечный БИФ-алгоритм Винограда в поле СР (31). 
в. В поле СЁ (31) элемент —1 не имеет квадратного корня. Чему равен 
порядок элемента 1 -|- | в расширении СР (312) поля? 
г. Чему равна наибольшая допустимая длина преобразования Фурье 
в поле СР (312)? 
д. Описать структуру 8-точечного БИФ в поле СР (312). 
Показать, что порядок элемента 1-+ } в поле комплексных чисел Мер- 
сённа СР ((2'7—1)?) равен 136. Это означает, что в данном поле существует 
преобразование Фурье длины 136. Описать структуру быстрого алгоритма 
вычисления этого преобразования. 
Построить 5-точечный БИФ-алгоритм Винограда для поля СЁ (41). (Ука- 
зание: чему равен порядок элемента 2 в поле СР (41)?) 
В поле СР ((211—1)2) существует 17-точечное преобразование Фурье. 
а. Описать алгоритм вычисления этого преобразования с помощью 16-то- 
чечного преобразования Фурье в поле комплексных чисел. Выписать блок- 
схему такого вычисления. 
6. Сколько потребуется веществеиных умножений и сложеиий, если 16-то- 
чечное преобразование Фурье в поле комплексных чисел вычислять с по- 
мощью малого БИФ-алгоритма Винограда? 
в. Каковы должны быть разрядность и процедура округления для того, 
чтобы комплексные вычислеиия приводили к правильному ответу в поле 

GF ((2!7—1)?)? 
В поле комплексных чисел имеется 17-точечное преобразование Фурье. 
а. Описать, как это преобразоваиие может быть вычислено с помощью 
двух 16-точечных преобразований в поле комплексных чисел Мерсенна. 
6. Сколько умножений и сложений в суррогатном поле потребуется при 

таком вычислении? 
а. Показать, что многочлен х32 — | имеет в поле СЕ (218 -|- 1) 32 различ- 
ных корня.
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б. Сколько умножений общего типа содержит 32-точечный алгоритм Вино- 

града вычисления циклической свертки в расширении СЁ ((216 -|- 1)”) 
поля СЁ (216 -- 1)? 
в. Сколько умножений общего типа требуется для вычисления 32-точечной 

циклической свертки в СЁ ((236 -+- 1?) при использовании БПФ и теоремы 
о свертке? 
г. Объяснить взаимосвязь между п. (6) и (в) задачи. 

6.12. Выпишите детально 16-точечный БИФ-алгоритм Винограда для поля 
GF (17) u его расширений. Сколько требуется нетривиальных умножеёний? 

Замечания 

Преобразования Фурье рассматривались в произвольных полях, но тот 
факт, что вещественную свертку можио вычислять, переходя в поле целых чисел 
по модулю простых чисел Мерсенна или простых чисел Ферма, впервые отметил 
Рейдер [1] (1972). Это погружение было разработано им в связи с приложением 
к цифровой обработке сигналов, как существенно упрощающее необходимые 
вычисления. Агарвал и Баррас [2] (1973) также описали применение числовых 
преобразований Ферма и разработали их структуру [3, 4] (1974, 1975). Ше- 
вилла [11] (1978} рассмотрел возможности использования других простых полей. 
Некоторые вопросы реализации этих числовых преобразований были рассмотрены 
Макклелланом [5] (1976) и Лейбовинем [6] (1976). Предложение использовать 
комплексные расширения полей Галуа для вычисления комплексных сверток 
сделали Рид и Труонг [7] (1975) и Нуссбаумер [8] (1976). Приведенная нами 
табл. 6.1 основана на работе Рида и Труонга. 

Алгоритмы свертки в полях Галуа малой характеристики могут отличаться 
от алгоритмов свертки в поле вещественных чисел Алгоритмы свертки в полях 
малой характеристики рассмотрел Райс [9] (1980), и мы воспользовались не- 
которыми его примерами. Идея использования суррогатных полей принадлежит 
Препарате и Сервейту [10] (1977), которые вложили вычисление свертки в полях 
Галуа в поле комплексных чисел. 

Использование китайской теоремы об остатках для представления данных 
(в противоположность использованию для переупорядочивания индексов) хорошо 
известно; можно сослаться на учебник Сабо и Танаки [12] (1967) или более не- 
давнюю работу Дженкинса и Леона [13] (1977).



Глава 7 

БЫСТРЫЕ АЛГОРИТМЫ 

И МНОГОМЕРНЫЕ СВЕРТКИ 
  

Подобно тому, как определяется одномерная свертка, можно 
определить многомерную свертку. Для многомерных таблиц дан- 
ных можно дать полезные во многих отношениях определения 
линейной и циклической сверток для любого представляющего 
интерес поля вычислений. Многомерные таблицы данных и много- 
мерные свертки создаются искусственным образом как часть 
алгоритмов обработки одномерных векторов данных. Многомер- 
ные таблицы данных возникают также естественным образом 
во многих задачах цифровой обработки сигналов, в частности, 
в задачах обработки изображений, например фотографий, полу- 
ченных со спутников, и медицинских изображений, в том числе 
рентгенограмм, в задачах сейсмографии и электронной микро- 
скопии. 

Глава начинается с гнездового метода построения быстрых 
алгоритмов вычисления многомерных сверток из быстрых алго- 
ритмов для одномерных сверток. Затем рассматривается способ 
построения быстрых алгоритмов вычисления одномерной свертки 
путем временного отображения в многомерную свертку, — про- 
цедура, известная под названием алгоритм Агарвала—Кули вы- 
числения свертки. Алгоритм Агарвала_—Кули для одномерной 
циклической свертки представляет собой мощное дополнение 
к развитым в гл. 3 методам, которые становятся чрезмерно гро- 
моздкими для длинных сверток. Он позволяет строить алгоритмы 
для длинных сверток из коротких сверток. Наконец, последняя 
половина главы содержит методы, развитые специально для вы- 
числения двумерных сверток. 

7.1. Гнездовые алгоритмы свертки 

Двумерная свертка представляет собой операцию, задаваемую 
на паре двумерных таблиц. Ее можно представлять себе как опе- 
рацию фильтрации, в которой одна двумерная таблица представ- 
ляет собой двумерный фильтр, через который пропускается вто- 

рая двумерная таблица и на выходе которого формируется выход- 
ной двумерный сигнал. Такого сорта операции возникают в зада- 
чах обработки изображений.
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Заданную (№’х №)-таблицу 

d= |dp i», i =0,..., N’—1; i” =0,..., N”—}} 

назовем таблицей данных, а ([’х[”)-таблицу 

g=(gr wv, i =0,..., L’—1; i” =0,..., L”—} 

назовем таблицей фильтра, и вычислим ((Г’ + № — ж(Г” + 

1 № — 1))-таблицу сигнала 

| i’ =0,..., L'+N'—2, 
$ — Si’ {” > "—0,..., LY +N"—2 

задавая правила вычисления ее элементов равенствами 

Net NN“ Г=0,..., ММ — 2, 
si Da Da Bene aide ey gp yg, 
Это определение можно непосредственно перенести и на свертки 

большей размерности. Однако мы ограничим рассмотрение в ос- 
HOBHOM двумерными *) свертками, так как все идем легко обоб- 
щаются на случай произвольной размерности. 

Двумерная свертка может быть выписана в терминах много- 
членов: полиномиальные обозначения можно вводить как по лю- 
бому из измерений, так и по обоим измерениям одновременно. 
Таким образом, таблицу 4 можно записать или как вектор много- 

членов, 
№—1 

4: (у) = pu Че. wy, 

или как многочлен от двух переменных 

№М'—1 №—1 

d(x, y= 2, 2a dir art Vx 

Аналогичные обозначения можно ввести для в и $: 
L’—I1 , L’+N"—2 

ut < ги 

В: (и) = 2 ginry, (у) = № веру, 
#"—0 (”“=0 

L’—1i [7—1 
{” г, 

8(х, у) = х 2. Bi’ vy X 

L’+N 4__9 L’+N”—2 

} pa £ 

$(х, и) = > У чих. 
Г 

    

1) Так определенная двумерная свертка в дальнейшем часто называется 
(№ х №")-сверткой; ее не следует путать с определенной в гл. 3 линейной (6 Х М)- 
сверткой. — Прим. перев.
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Двумерная свертка в этих обозначениях может быть записана 
или как одномерная свертка многочленов, 

№'—1 

$ (и) = 2 Вр (9) 4ь (9), 

или как произведение многочленов от двух переменных, 

s (x, y) = 2 (%, y) d (x, 9). 

Двумерная циклическая свертка также может быть выписана 
в терминах многочленов, а именно, 

s (x, y) = g (&, Уа(х, у) (mod x* — 1) (mod y”” — 1), 

где и’ не обязательно равно И”. Для двумерной циклической 
свертки выполняется теорема о свертке. Если В и С обозначают 
двумерные преобразования Фурье таблиц 4 и в соответственно 
И ор № = С», Эь,, ь, TO S является двумерным преобразо- 
ванием Фурье таблицы $. Следовательно, для вычисления дву- 
мерной циклической свертки можно пользоваться двумерным 
БПФ-алгоритмом. Можно, конечно, пользоваться и прямыми ме- 
тодами вычисления двумерных сверток. 

Имеется много способов прямого вычисления двумерной ли- 
нейной или циклической свертки. Простейший путь состоит в том, 
чтобы попытаться вычислить ее как последовательность одномер- 
ных сверток сначала по строкам, а затем по столбцам. Заметим, 
однако, что в формуле 

№”—1 М№”-—1 

5:*, $" = у Dg. >. Е” 

k’=0 

выделенная в квадратные скобки линейная свертка по Е” должна 
быть вычислена для всех фи Г’. 

Понять двумерную свертку легче, если выписать ее в виде 
свертки многочленов, 

Neo 
sy (y) = Di Stee (а i =0,..., L'+N'—2. 

Из этой формулы ясно видна реализация двумерной свертки 
Kak L’ iV’ произведений многочленов, каждое из которых, в свою 
очередь, является сверткой, требующей [”М№М” умножений. Всего, 
таким образом, получаем [/’Г”М№М’М” умножений, что, конечно, 
недопустимо для больших задач, так что нужны быстрые алго- 
ритмы. 

Хотя рассмотренные в гл. 3 алгоритмы свертки строились над 
полями, они на самом деле выполнимы и в некоторых кольцах, 
в частности, в кольце многочленов. Следовательно, свертка много-
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членов может быть вычислена любым из этих быстрых алгоритмов. 
Сложение в этих алгоритмах становится сложением многочленов, 
а умножение — умножением многочленов. Эти последние умно- 
жения, В свою очередь, являются свертками и могут быть вы- 
числены с помощью быстрых алгоритмов свертки. Таким образом, 

мы получаем способ вычисления двумерной свертки, состоящий 
во включении одного быстрого алгоритма одномерной свертки 
в другой быстрый алгоритм одномерной свертки. 

Все сказанное здесь относительно линейной бвертки, конечно, 
относится и к циклической свертке и к вычислению произведения 
многочленов по модулю многочлена m7 (x). 

Например, для вычисления двумерной циклической (4Ж4)- 
свертки воспользуемся алгоритмом 4-точечной циклической сверт- 
ки в виде, представленном на рис. 3.14: $ = С [(Bg)-(Ad)]. Sror 
алгоритм содержит пять умножений и 15 сложений. Следова- 
тельно, применение его для циклической свертки многочленов 
потребует пяти умножений многочленов и 15 сложений много- 
членов. Каждое умножение многочленов само является сверткой, 
и, следовательно, для его вычисления по этому алгоритму потре- 
буется пять вещественных умножений и 15 вещественных сложе- 
ний. Таким образом, для вычисления двумерной циклической 
(4х4)-свертки потребуется в данном алгоритме 25 вещественных 
умножений и 135 вещественных сложений. Эта процедура пред- 
ставлена на рис. 7.1 для вычисления циклической (п’Жп”)-свертки. 
Как показано на рисунке, подпрограмма должна знать индекс Rk” 
и иметь доступ к заранее вычисленной таблице Сььр». 

Используя последовательные операции над двумерными таб- 
лицами, этот составной алгоритм можно представить в виде еди- 
ного алгоритма. Сначала умножим строку таблицы Я на Ma- 
трицу А”, а каждую строку таблицы в на матрицу В”. Затем умно- 
жим каждый столбец первой новой таблицы на А’и каждый стол- 
бец второй новой таблицы на В’. Это даст нам две таблицы раз- 
мера М (п’)ЖМ (и”). Перемножим покомпонентно эти таблицы. 
Полученную таким образом (М (п’)хМ (п”))-таблицу преобразуем 
к нужной выходной таблице $ размера п’жи”, умножив сначала 
каждый ее столбец на С’, а затем каждую строку полученной 
таблицы на С”. 

На рис. 7.2 для сравнения выписаны эта процедура и про- 
цедура, основанная на двумерном преобразовании Фурье и теореме 
о свертке. Ясно, что рассматриваемая процедура является обобще- 
нием процедуры, основанной на двумерном преобразовании 
Фурье. Теперь «преобразование» состоит только из сложений, но 
размер промежуточной таблицы равен He и’хп’, а M (n’)x 
ХМ (п’). 

Гнездовой алгоритм является более общим и в другом отно- 
шении: он позволяет вычислять двумерное произведение много-
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Ввод вектора 4 

  

      

          
  

            

  

            

        

                

Ввод вектора коэффициентов 
многочленов многочлена 

d(x) a(x) = D,(x) 

Сложение многочленов Сложение 

D(x) = A’ d(x) D=Aéd 

\ Вызов 
подпро- 
граммы 
ля 

Умножение многочленов |каждосо К Умножение 

З^(х) = С»(х)О»(х) . 5, = бир, 

(modx" —1) |_. 

k=0,...,M(n") —1 | В03врат L=0,...,M(n')-1 

| 

Сложение многочленов Сложение 

$(х) = С”5(х) 5 = С’5 

Выход 

Рис. 7.1. Алгоритм двумерной циклической свертки. 

членов по модулю любых многочленов #7’ (х) и т’ (у), а метод, 
основанный на преобразовании Фурье, позволяет вычислять про- 
изведение только по модулю x” —1l uy” — 1. 

Характеристики гнездового алгоритма задаются числом М (и’Х 

x п") необходимых умножений и числом А (п’Жп”’) необходимых 

сложений. Легко видеть, что полное число умножений равно 

М (ижпи”) = М ("М (м. 

Аналогично, из рис. 7.1 легко увидеть, что 

А (n’ xn") — п’А (и”) + M (п”) А (п’). 

Полное число умножений не зависит от того, какой из делите- 

лей назван п’, а какой п”. Но число сложений зависит от такого 

выбора, и поэтому необходимо просматривать оба варианта. На-
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Вход Вход 
в двумерную свертку в гнездовой алгоритм 
в частотной области свертки Винограда 

- Преобразование 
Фурье каждой строки - Умножить каждую строку 

матрицы Я на А’ и каждую матриц Чи 
р e строку матрицы © на В" ‚. Затем . 

преобразование Фурье Затем умножить каждыи 
каждого столбца столбец новых таблиц 
где на А и В соотеетственно 
W’ = [wi #7. где матрицы А’. А", В’и В” 

„ syn содержат только О и +1 W" = [wi*’). Р °             
        

            
        

Sen = Gee Dern Sen? = Gere Dee" 

k' =0,...,n’ -1 к’ =0,..., МЕ’) - 1 
k”=O0,...,n"- 1 k"=0,...,M(n") - 1 

у у 

‚Обратное 

преобразование Фурье - Умножить каждый столбец 
каждой строки таблицы $ таблицы $ на С’ 

- Обратное ° Затем умножить каждую строку 
преобразование Фурье новой таблицы на С 
каждого столбца             

Выход Выход 

Ceepmka(mod x” — 1) Свертка(тод т’(х)) 

(mod y” ~ 1) (mod mC ¥)) 

Рис. 7.2. Сравнение способов вычисления двумерной свертки. 

пример, двумерную циклическую (7 Х9)-свертку можно вычислять 
с помощью одномерных алгоритмов с характеристиками 

М (7) = 16, A (7) = 70, 

M (9) = 19, A (9) = 74. 

Полное число умножений при этом равно 304, а полное число 
сложений равно 1848 или 1814 в зависимости от того, чему вы- 

брано равным п’.
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7.2. Алгоритм Агарвала—Кули 
вычисления свертки 

Алгоритм Агарвала_Кули представляет собой метод преоб- 
разования п’и”-точечной одномерной циклической свертки в дву- 
мерную циклическую (п’Жп”)-свертку при условии, что числа 
п’и п” взаимно просты. Его можно использовать для того, чтобы 
скомбинировать алгоритм Винограда вычисления п’-точечной цик- 
лической свертки, содержащий М (п’) умножений, с алгоритмом 
Винограда вычисления п”-точечной циклической свертки, содер- 
жащим М (п”) умножений, и построить алгоритм вычисления 
п’п”-точечной циклической свертки, содержащий М (п’) М (м”) 
умножений. 

В основе алгоритма Агарвала—Кули преобразования одно- 
мерной циклической свертки в многомерную циклическую свертку 
лежит китайская теорема об остатках для целых чисел. Этим алго- 
ритм отличается от алгоритма Винограда, в котором исполь- 
зуется китайская теорема об остатках для многочленов. Он не 
обеспечивает столь сильного уменьшения числа умножений, как 
алгоритм Винограда вычисления свертки, но, с другой стороны, 
он не имеет и тенденции к чрезмерному росту с ростом ий числа 
сложений, как в алгоритме Винограда. Кроме того, он лучше 
структурирован. Если п велико, то алгоритм Агарвала—Кули 
более управляем, так как может быть разбит на подпрограммы. 
Для. построения хороших алгоритмов свертки надо использовать 
алгоритм Агарвала—Кули разбиения длинной свертки на корот- 
кие циклические свертки, для вычисления которых использовать 
затем эффективные алгоритмы Винограда вычисления коротких 
циклических сверток. 

Алгоритм Агарвала—Кули строится на‘трех идеях. Сначала 
одномерная циклическая свертка с помощью китайской теоремы 
об остатках (К. Т. О.) для целых чисел преобразуется в много- 
мерную циклическую свертку; затем вдоль каждой координаты 
используется алгоритм Винограда вычисления короткой свертки; 
и, наконец, для сборки вместе полученных преобразований ис- 
пользуется теорема о кронекеровском произведении для матриц. 

Пусть заданы 4; и &; для $ = 0, ..., п — |1, и нам надо по- 

строить компоненты циклической свертки 

n—I 

$; — у Z((t—ky) de, i= 0, coe yy M— I, 
k=0 

где двойные скобки в индексах обозначают вычисление по мо- 
дулю п. 

Мы хотим преобразовать одномерную свертку в двумерную. 
Для этого воспользуемся китайской теоремой об остатках, позво-
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dy 

d, 
d, do dy 
— d, ; 

d, dy, 

dig So 
$1 

Двумерная \ So 54 |КТ.О |32 
циклическая <— |' — 
свертка и Sy S44 

£o S14 

5: 

&2 80 83 

— 81 

$2 61       
$14 

Рис. 7.3. Иллюстрация алгоритма Агарвала—Кули. 

ляющей отобразить одномерный вектор входных данных в дву- 
мерную таблицу и выходную двумерную таблицу в одномерный 
вектор. Заменим индексы фи ® парами индексов (Г, Г’) и (®’, Г’) 
по правилу 

ii =i (modn’), i* =i (modn’), 

k’ =k (mod 7’), k” =k (modn’). 

Занимаясь китайской теоремой об остатках, мы уже видели, что 
старые индексы восстанавливаются по новым согласно формулам 

\ 

i= N'n'i'’ + N'n'i" (mod n), ii’ = 0, ..., n’ — 1, 

i” — 0, ..., n” —1, 

k= N'n"k' + N'n'k" (mod n), k’ = 0, ..., n’ —1, 

bk” = 0, ..., n” — 1, 

где целые числа № и №” определяются равенством 
№’ ип’ + №” — 1 

Это то же самое соответствие между компонентами вектора и ком- 
понентами двумерной таблицы, которое было использовано в алго- 
ритме Гуда—Томаса. Описанное отображение иллюстрируется 
рис. 7.3. 

Свертку 
n—I 

$; = Di £i—ey) de 
k—=0 

можно записать в виде 

п’—1 n” —1 

Snot +N int” = у у Я М*п” (t°—k’)+N’n’ (RON nhl EN nk" 

k’--0 k”=0
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Число сло 
вещесвенных вещественных 

  

Число сло 1 
вещественных вещественных умножении сложении 

Длина умножений сложении на точку на точку 
n Ma) A(n) Mn)/n A(nj/n 

18 38 184 211 10 22 

20 50 230 2 50 И < 

24 56 272 233 11 33 

30 80 418 2 67 13 93 

36 95 505 264 14 03 

48 132 900 275 18 75 

60 200 1120 3 33 18 67 

72 266 1450 3 69 20 14 

84 320 2100 3 81 25 00 

120 560 3096 4 67 25 80 

180 950 5470 5 28 30 39 

210 1280 7958 6 10 37 90 

240 1056 10176 4 40 42 40 

360 2280 14748 6 33 40 97 

420 3200 20420 7 62 48 62 

504 3648 26304 7 24 52 19 

840 7680 52788 9 14 62 84 

1008 10032 71265 9 95 70 70 

1260 12160 95744 9 65 75 99 

2520 29184 241680 11.58 95 90 
  

Рис. 7.4. Характеристики алгоритма Агарвала—Кули вычисления свертки. 

Двойное суммирование по А’и Rk” эквивалентно одинарному сум- 
мированию по ®, так как затрагивает одни и те же члены. Опреде- 
лим двумерные переменные, которые назовем также 4, © и $, 
задавая их равенствами 

dpe. к" = AN nh М", k’=0,..., n’—1, 

kb” —0,.. , n"—1, 

Bre, kh” = EN nh Мп", ki = 0, cee y n’ — l, 

k” —0,..., n” —1, 

Spr, kh” = SN nh’ Non k"s к’ =0,..., n’—1, 

К” =0,..., п’— 1. 

В новых переменных свертка записывается в виде 
n’—i n”’—i 

= 2d gure, ere dere, 
k’=0 k”=0 

где первые и вторые индексы вычисляются соответственно по мо- 
дулю и’и и”. Теперь это двумерная циклическая свертка. Тем 
не менее, мы пока не получили никакого уменьшения сложности 
вычислений. Для каждой пары индексов (Г, Г) каждое число 
dy. на что-то умножается, так что пока полное число умно- 
жений равно (п’и”). 

Для того, чтобы сделать алгоритм эффективным, надо восполь- 
зоваться развитыми в предыдущем разделе методами быстрого 

  
Sir, i”
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вычисления двумерной свертки. Алгоритм Агарвала—Кули вы- 
числения свертки состоит в переходе от одномерных векторов 
к двумерным таблицам, в применении быстрых алгоритмов дву- 
мерной свертки и в обратном переходе от двумерной таблицы 
к одномерному выходному вектору. 

Характеристики и-точечного алгоритма Агарвала—Кули поды- 

тожены в таблице на рис. 7.4. Полное число сложений и умноже- 
ний определяется гнездовым методом построения алгоритмов дву- 
мерной циклической свертки из эффективных одномерных алго- 
ритмов составляющих длин и’и п” по формулам 

А (п) = мА (") + МА), 

М (п) = М (п) М (". 

Из этих формул видно, что число умножений в малых алго- 
ритмах играет существенно более важную роль, чем число сло- 
жений. Например, предположим, что алгоритм 504-точечной цик- 
лической свертки строится из 7-, 9- и 8-точечных циклических 
сверток с 

M (7) = 16, A (7) = 70, 
M (9) = 19, A (9) = 74, 

М (8 = 1, А (8 = 46 или М (8) = 12, A (8) = 72. 

Может показаться, что алгоритм 8-точечной циклической свертки 
с 14 умножениями лучше, так как он содержит всего на два умно- 
жения больше, но зато на 26 сложений меньше. Однако включе- 
ние его в алгоритм 504-точечной свертки приводит к удивитель- 
ным результатам: 

М (504) = 4956, А (504) = 28 240 
ИЛИ 

М (504) = 3648, —А (504) = 96 304. 

Таким образом, использование в 504-точечном алгоритме 8-точеч- 

ного алгоритма с 12 умножениями приводит к уменьшению и 
числа умножений, и числа сложений. 

Выполнять вычисления надо следующим образом. Сначала 

каждый столбец двумерной таблицы умножается на матрицу А”. 

Затем начинается вычисление произведений многочленов. Этот 

процесс начинается умножением каждой строки двумерной таб- 

лицы на матрицу А’. Затем каждая строка покомпонентно умно- 

жается на вектор констант, так что и вся двумерная таблица 

умножается покомпонентно на таблицу констант. Умножение 

многочленов завершается умножением каждого столбца на ма- 

трицу С’, а затем каждой строки на матрицу С”.
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Эта последовательность вычислений может быть представлена 
в более компактном виде, если собрать воедино Два алгоритма 
циклических сверток. Запишем входную двумерную таблицу 
в виде стека по столбцам, представив ее одномерным входным 
массивом. Аналогично запишем и выходную двумерную таблицу, 
вытянув ее в выходной одномерный массив. Тогда алгоритм 
примет вид 

$ = ((C” x C’)(G’ x G’)(A’ x A”) 4. 

Аналогично, можно выходную двумерную таблицу записывать 
в виде одномерного массива, считывая ее по строкам. Тогда алго- 
ритм запишется даже в более симметричной форме 

s=((C’ x C”)(G’ x G’)(A’ x A”)) d, 

где компоненты вектора $ выписаны в другом порядке, хотя и 
остаются неизменными. В любом из случаев, вводя очевидные 
обозначения для матриц, можно записать 

s = CGAd. 

Есть еще одна последняя деталь, о которой надо позаботиться: 
компоненты векторов $ и 4 выписаны не в своем естественном 
порядке. Сначала они выписывались в двумерную матрицу вдоль 
главной диагонали, а затем в виде стека столбцов (или строк). 
Для того, чтобы вернуть компоненты на их естественное место, 
надо переставить столбцы матрицы А и строки матрицы С. 

В качестве примера построим алгоритм 12-точечной цикличе- 
ской свертки. Воспользуемся следующим 3-точечным алгоритмом 
циклической свертки: 

So 1 1 O ~—1| [Go 1 1 I} | do 

s|=|1 -1 -1 2 С! 1 oO -1 ja], 
5 о 8 -1 Gr |jo 1 -Ila@ 

о 4 -2 

где 
Gé 5 33 Las 
Gy 1 о Ц а 

67| фи lee 
1 2 
3 3 o

o
p
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и следующим алгоритмом 4-точечной циклической свертки 

So i ot to —-NHIG¢6 » bt И“ 

я tr -! 4 -t O| Gi 1 -t 1 Иа, 

s| jt i -! oO 8 С; r 1 -1 —-tlal? 
5; ег O с | ол 9, 

сот 0-1! 

ге с ПЕ [а 
Gi to -a a —a| lef 

Gi}=|3 6 -3 Of fg: 

Gi} ЕЕ На 
le} [fg EB HE         

Сначала выпишем 12 коэффициентов фильтра в виде двумерной 
(3Зх4)-таблицы, располагая их вдоль главной диагонали, и вытя- 
гивая затем их в стек по столбцам: 

£0 | Г £0 | 

81 84 

82 8 

80 850 86 83 89 

— |4 8 &ю &|—| & 

88 85 822 &u 8 

85 

10 

        | B11) | Sl) 

Тогда диагональная (20Ж20)-матрица С в терминах кронекеров- 
ского произведения записывается равенством    

        

С; | / ) Bo | 

1 1 1 1 
С 4 4 4 4 54 

J 1 4 

G2 4 —4 4 —4 3 3 3 &s 

, 1 o_} _} 3) Jo -1 -1 
1 J 1 3 1 1 2 ° 

. 2 202 2 3 3 —з | . 

\ 

Gis! ° 
Su    
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Ту же самую конструкцию надо применить к 12 компонентам 
входного вектора данных 
А’хХА” полностью 

выпишем кронекеровскую матрицу eo 

’ 

 
 

- = 

do 

4. 

ds 

ds 

a; 

iu 

 
 

-2 

2] | do -1 -1 —2 -1 -2 -1 
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2 -1 —2 -1 -2 
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Наконец, перестановка столбцов дает 
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свертки. В такой форме алгоритма 
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7.3. Алгоритмы разложения 

Мы уже видели, как гнездовой метод позволяет преобразовать 
алгоритм одномерной свертки в многомерные алгоритмы. Для 
вычисления 

s (x, у) = g (*, y) d (x, y) (mod x” — 1) (mod y” — 1) 
мы объединяли алгоритмы для вычислений 

$ (х) = g (x) d (x) (mod x” — 1) un s (y) = g (y) d (y) (mod y” — }). 
В более общей формулировке, для построения алгоритма вычис- 
ления 

$ (х, у) = & (x, y) d (х, у) (тод р (х)) (то4 4 (9), 
где р (х) и9 (И) представляют собой многочлены степеней п’ и п” 
соответственно, мы комбинировали алгоритмы для решения двух 
простых одномерных задач 

s(x) = g(x) d(x) (mod p(x) и 5) =8И4() (mod g (y)). 
Если каждый из подалгоритмов содержит соответственно М (”’) 
и М (п”) умножений, то полученный таким методом алгоритм 
решения двумерной задачи содержит М (п’) М (п”) умножений. 

Используемый вдоль каждого из направлений индивидуальный 
одномерный алгоритм был построен на основании китайской 
теоремы об остатках. Это открывает еще одно направление воз- 
можных исследований. Можно попытаться использовать китай- 
скую теорему об остатках для разбиения двумерной задачи на 
подзадачи вычисления двумерных сверток меньших размеров. 
Предположим, что 

p (x) = p™ (x) p™ (a), 
где MHorowleHn p®) (x) up) (x) B3aHMHO просты. Вычисление 

произведения многочленов 

s (x, y) = B(x, y) d(x, y) (mod p (x)) (mod g (y)) 
можно разбить на вычисления произведений 

s (x, yy =e (x, y)d™ (x, y) (mod p™ (x)) (mod q (y)) , 

s(x, yy = g(x, yd (x, y) (тоар’” (х)) (то49(9)). 
Китайская теорема об остатках позволяет восстановить произве- 

дение из этих фрагментов. Если 4 (и) = 9? (и) 9 (и), то можно 
произвести факторизацию и по переменной у. Обе эти возмож- 
ности позволяют разбить задачу на следующие фрагменты: 

50.0) (ху) = а) (х, у)а"° (х, у) (mod p (x)) (mod g" (y)); 
(0,1) (х, у) — girl) (x, y) fio) (x, y) (mod р? (х)) (mod а? (y)),
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sh (x, у) = g(x, yd (x, y) (поар® (х)) (това (и), 
gill) (x, y) — git (x, y) gol) (x, y) (mod р (х)) (mod а (и), 

где 

g(x, yy) = g(x, y) (mod p(x) (mod gq (y), 
и остальные многочлены определяются аналогично. Выходной 
многочлен $ (х, и) можно восстановить по этим фрагментам, 
дважды применяя китайскую теорему об остатках для много- 
членов. 

Пусть Мо и М, обозначают число умножений, необходимых 
для вычисления произведения многочленов по модулю р (х) 

и р‘? (х) соответственно, а Мои М, — число умножений, необ- 
ходимых для вычисления произведения многочленов по модулю 
9) (у) и 9? (у) соответственно. Тогда прямой метод вычисления 
произведения 

$ (х, у) = 8 (х, )4(х, у) (тоар (х)) (тод 4 (9)) 
требует М = (Ме + М, (Мо + М!) умножений, а описанное ис- 
пользование китайской теоремы об остатках на двумерных фраг- 
ментах М = МоМо + МоМ, + ММ, + М,М, умножений, так 
что число умножений не уменьшается. 

Хотя описанный метод и не приводит к улучшениям по числу 
необходимых умножений, он полезен в том отношении, что рас- 
пиряет возможности разбиения задачи на подзадачи и уменьшает 
число сложений. 

Имеется много способов разбиения задачи вычисления дву- 
мерной свертки с помощью китайской теоремы об остатках. На 
рис. 7.5 приведены примеры характеристик, которые могут быть 

получены путем модификации алгоритма Агарвала—Кули с по- 

мощью описанных разбиений. Данные на рис. 7.5 следует сравнить 
с приведенными на рис. 7.4 характеристиками. 

В качестве примера опишем построение`алгоритма 20-точечной 
циклической свертки. Сначала преобразуем свертку в двумерную 
(4х5)-свертку 

s(x, y) = g(x, y) d(x, y) (mod x* — 1) (mod y’ — }). 

Разложим теперь этот алгоритм на двумерные фрагменты в виде 

s(x, y) =e (x, yd (x, y) (modx' — 1) (mody — 3), 
s(x, y) =e" (x, yd (x, y) (mod x4 — 1) (mod y+ y+ 

У У 1. | 
Дальнейшего разложения на двумерные фрагменты делать не бу- 
дем, а применим к вычислению 549) (х, у) гнездовой алгоритм 
вычисления произведения многочленов по модулю x* — |, ИСПОЛЬ-
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Число Число 
Число Число вещественных вещественных 
вещественных вещественных умножений сложений 

Длина умножений сложений на точку на точку 
п M(n) A(n) M(n)/n A(n)/n 

18 38 184 2.11 10 22 

20 50 215 2.50 10 75 

24 56 244 233 10 17 

30 80 392 2.67 13 07 

36 95 461 2 64 12 81 

48 132 840 2 75 17.50 

60 200 964 3 33 16 07 

72 266 1186 3 69 16.47 

84 320 1784 381 21 24 

120 560 2468 467 20 57 

180 950 4382 5 28 24.34 

210 1280 6458 6.10 30 75 

240 1056 9696 4 40 40.40 

360 2280 11840 6 33 32 89 

420 3200 15256 7 62 36 32 

504 3648 21844 7 24 43.34 

840 7680 39884 9 14 47 48 

1008 10032 56360 9 95 55 91 

1260 12160 72268 9 65 57 36 

2520 29184 190148 11 58 75 46 
  — 

Рис. 7.5. Характеристики усиленного алгоритма Агарвала—Кули вычисления 
свертки. 

зуя для свертки многочленов произведения по модулю у — 1, 
а для вычисления $0) (х, у) — гнездовой алгоритм, основанный 
на свертке многочленов по модулю Хх" — 1, вложив в него умно- 
жение многочленов по модулю и“ -|- у -- у’ - у- !. Наконец, 
произведение $ (х, и) вычислим по правилу 

s(x, y) =a (ys (x, yy +a (ys (x,y) (mod y’ — 1), 
где а) (у) и а) (у) вычисляются в соответствии с китайской 
теоремой об остатках для многочленов. Они равны тем же много- 
членам, которые должны использоваться для $° (у) и $1 (и) в одно- 
мерной задаче вычисления произведения многочленов По мо- 
дулю и — 1. 

Как мы видим, вычисление разбито на те же подзадачи, что 
рассматривались и ранее, но сочетаются они несколько иначе. 
Теперь мы пользуемся китайской теоремой об остатках после 
выполнения гнездового алгоритма, перед которым была прове- 

дена одна редукция многочленов. Чтобы подсчитать число необ- 
ходимых сложений, остановимся подробнее на числе сложений, 
необходимом для выполнения 5-точечной циклической свертки. 

Оно равно: 

умножение многочленов по модулю у — 1: 0 сложений, 
умножение многочленов по модулю 

yt+PH+ Pty th: 16 сложений, 

китайская теорема об остатках: 15 сложений.
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Вычисления по модулю х“ — 1 содержат 15 сложений. Таким 
образом, перебирая все три составляющие, для полного числа 
сложений в рассматриваемом двумерном алгоритме получаем 

A (20) = (4-0 + 1-15) + (4-15 + 5-16) + (15-4) = 215, 
что меньше, чем 230 сложений, необходимых в чистом алгоритме 
Агарвала—Кули. 

Заметим, что метод разложения и гнездовой алгоритм не 
вызывают заметного усложнения организации вычислений. Все 
изменения сводятся к повторным переходам от вычислений, свя- 
занных со сложениями по строкам, к вычислениям, связанным 
со сложениями по столбцам, и обратно. Это можно считать про- 
стым изменением последовательности обращений к вызываемым 
подпрограммам. 

Чтобы на основании китайской теоремы об остатках добиться 
дальнейшего уменьшения числа умножений, надо ввести еще одну 
идею: надо подняться в такое расширение поля, в котором задача 
начнет распадаться. Можно допустить разложение многочлена 
4 (у) на взаимно простые множители, коэффициенты которых 
зависят от неопределенной переменной х. (Говоря формально, 
можно рассмотреть разложение многочлена 4 (и) в расширении 
поля, получаемом присоединением формальной переменной х.) Это 
приведет к тому, что многочлен а (у) может распасться на множи- 
тели, степени которых меньше возникавших ранее в одномерных 
задачах степеней. Следовательно, могут быть построены алго- 
ритмы с лучшими характеристиками. При этом символ х появится 
в свертке по у, так что сама по себе свертка по у становится более 
сложной. Но при переходе в алгоритм свертки по х возникающий 
при разложении 4 (у) символ х может алгебраически взаимодей- 
ствовать с символом х в свертке по х, что упрощает двумерный 
алгоритм. 

Поясним идею на конкретном примере. Пусть надо вычислить 
двумерную циклическую свертку 

s(x, y) = g(x, y) d(x, y) (тоажм—1) (поди — 1. 
Разобьем задачу на две подзадачи: 

s0) (x, y) = g© (x, y) d (x, y) (mod y* — 1) (mod x’ — 1) 
И 

(1) (1) (1) 4 2 s(x, y) =e" (x, y)d (x, y) (mod y’ — 1) (mod x’ + 1). 
Решение первой подзадачи уже рассматривалось; алгоритм вы- 
числения этой свертки содержит десять умножений, если его 
строить на основании 4-точечного и 2-точечного алгоритмов цик- 
лических сверток, содержащих 5 и 2 умножения соответственно. 

Если для решения второй подзадачи воспользоваться лучшими 
известными алгоритмами вычисления произведений НО модулю
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/ — Ти по модулю Хх” - 1 соответственно, требующими 15 умно- 
жений, то получим в результате алгоритм, содержащий 25 умно- 
жений, — тот же результат, который получится, если использо- 
вать По обоим измерениям алгоритм 4-точечной циклической 
свертки. 

Вместо этого рассмотрим разложение 

и = 99» (mod x + 1). 
Такая запись осмысленна, поскольку по модулю Хх? -|- 1 выпол- 
няется равенство х? = —1. Теперь можно построить алгоритм 
вычисления по модулю и“ — | с четырьмя умножениями. Каждое 
из умножений представляет собой умножение многочленов от х 
первой степени по модулю х? -|- 1. Но умножения многочленов 
первой степени в любом случае входят в алгоритм. Используя 
разложение у? -|- 1 = (y — x) (y + х), мы как бы частично умень- 
маем зависимость по и, перенося ее в зависимость по х и пере- 
кладывая часть работы в вычисления по х, которые приходится 
выполнять в любом случае. 

Этот путь позволяет вычислить 5(1 (х, у) за 12 умножений, 
так что исходный алгоритм циклической (4х4)-свертки буде 
содержать 22 умножения. 

Идею можно продолжить дальше, вводя еще больше формаль- 
ных переменных в качестве корней многочлена у” -- 1. В пределе 
этот метод приведет к вычислению преобразования Фурье в поле 
разложения этого многочлена, записанном в полиномиальном 
представлении. Мы сейчас оставим эту тему, но встретимся с ней 
в измененном виде позже в разд. 7.5 при рассмотрении полино- 
миальных представлений полей расширения. 

7.4. Итеративные алгоритмы 

Итеративные методы построения алгоритмов свертки бази- 
руются на том, что малые алгоритмы свертки, независимо от того, 
в каком именно поле РЁ они были построены, на самом деле пред- 
ставляют собой некоторые тождества, справедливые в любом со- 
держащем поле Ё кольце. Окончательный алгоритм не предпола- 
гает коммутативности умножения и не содержит делений, за 
исключением деления на некоторые малые константы. В качестве 
операций над входными переменными допускаются только сло- 

жения, вычитания и умножения. 

Сначала рассмотрим линейную одномерную 4-точечную свертку 

s (x) = g (x) d (x), rue степень многочленов & (х) и 4(х) равна 
трем. Расставим скобки по правилу: 

g (x) = (Bsx + Be) х?- (вах + во), 

d (x) = (dgx + da) x? + (dix + db).
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Определим следующие многочлены от двух переменных: 

8 (9, 2) = (639 + в) 2- (ву + в), 

4 (у, 2) = (4зи d,) z+ (dy + d)), 

$ (И, 2) = в (у, д) а(и, 2. 

Тогда искомая свертка получается из многочлена $ (и, г) по пра. 
вилу 

S (x) = s (x, x’). 

В сокращенной форме эти вычисления могут быть записаны ра- 
венством 

So(y) 2° + s(y) 2 + Soy) = (er(y) z + Boly)) (ay) Z + dol¥)), 
в котором все коэффициенты представляют собой многочлены от и 
первой степени. 

Алгоритм 2-точечной линейной свертки записывается в виде 

0 о 

j а ` 

1 

Эти тождества справедливы даже тогда, когда входные перемен- 

ные являются элементами кольца многочленов. Соответственно 

x ’ j 0 0 £o 1 

— | ] —] £o + £1 ] 

0 0 j #| 10 и 
tn
 

tw
 

~
 {| 

5(у)| = j~-1 1-1 £olv) +£10)) 11 (40) | 

Sol y) ] 0 0| |2о(у) р 0 ви 

52(у) оо ] & (у) |0 1 

Здесь имеются три умножения многочленов и три сложения много- 
членов, исключая сложёния, относящиеся к коэффициентам мно- 

гочлена я (х). Каждое произведение многочленов само является 
2-точечной линейной сверткой и, следовательно, требует три 
умножения и три сложения. Таким образом, полное число умно- 
жений в итеративном алгоритме 4-точечной линейной свертки 
равно 9, тогда как оптимальный алгоритм содержит только семь 
умножений. Преимущество итеративного алгоритма состоит 
в уменьшении числа сложений: исключая сложения, касающиеся 
коэффициентов многочлена д (х), он содержит всего 15 сложений. 

Полученный алгоритм 4-точечной свертки можно итерировать 
опять и построить алгоритм 16-точечной свертки, содержащий 
81 умножение и 195 сложений (5.06 умножений и 12.19 сложений 
на одну компоненту на выходе). Этот алгоритм можно в свою оче- 
редь итерировать опять для построения 256-точечной свертки 
алгоритма с 6561 умножениями и 18 915 сложениями (25.63 умно- 
жений и 73.89 сложений на одну компоненту на выходе).
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В общем случае для вычисления $ (х) = в (х} а (х) можно ис- 
пользовать итерацию, если число коэффициентов многочлена g (x) 
и число коэффициентов многочлена 4 (х) имеют общий делитель. 
Ilyctn deg d (x) = MN — 1 u deg g (x) = ML — 1. Преобразуем 
многочлен d (xX) в многочлен от двух переменных 4 (у. 2), полагая 

N—1 /M-—1 wy 

4(и, г) = У > ами }: , 
[—0 \#—0 

где старый индекс { связан с парой (А, 1) новых индексов равен- 
ством ¢ = МЕЧА, [=0, ..., N—1, Е =0,.., М- 1. Ана- 
логично, многочлен р (х) также преобразуем в многочлен от двух 
переменных в (4, 2), полагая 

Е—1 М1 \ 

gy, z=) | У амичыу )z 
i=0 \ #0 

где i= Mi+er, (=0,..,L—1 nk =0,..., M—1. Boe 
числим произведение $ (1, 2) = & (и, г) а (и. 2). Тогда $ (х) можно 
вычислить согласно равенству 

s (x) = s (x, x”), 
для чего требуются только сложения. Этот двумерный алгоритм 
свертки основан на алгоритме линейной свертки последователь- 
ностей длины 2 И № и алгоритме М-точечной линейной свертки. 
Число необходимых умножений равно произведению чисел необ- 
ходимых Уумножений в двух составляющих малых алгоритмах 
линейных сверток. 

Один из двух составляющих алгоритмов может быть построен 
с помощью итерации. В общем случае этот процесс можно исполь- 
зовать любое число раз. Более того, даже если числа коэффициен.- 
тов многочленов g (xX) H d (x) не имеют общего делителя, то это 
легко подправить, введя в один из них члены с нулевымн коэф- 
фициентами, и воспользоваться итерацией 

Итерацию можно использовать и для вычисления произве- 
дения 

s (x) = g {x)d (x) (mod m (x)). 
Простейший способ состоит в вычислении линейной свертки с по- 
следующим приведением по модулю многочлена т (х). Но обычно 
удается добиться лучшего, если усложнить процедуру. 

Мы рассмотрим только случай, когда т (х) равно х” - 1, 
причем п представляет собой некоторую степень двойки. Это 
важный случай, так как 

Хх" — J = (x"— 1) (x? + 1), 

так что произведение многочленов по модулю х” +- | возникает 
и тогда, когда надо вычислить 2л-точечную циклическую свертку, 
опираясь на китайскую теорему об остатках.
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Для вычисления 

s(x) = g (x) d(x) (mod - 1) 
п | 

заменим многочлен 4 (х) = » 4:х! от одной переменной много- 
i=0 

членом от двух переменных, полагая п = п’и": 
“1 п’—1 

4(у, г) = № № арии". 
i7=0 i7=0 

Исходный многочлен получается из этого многочлена подстанов- 
кой у = хи”. Аналогично определим в (и, 2) и положим 

$ (1, 2) = 8 (9, 2) 4 (у, 2) (тоаг + 1). 
Искомый многочлен $ (х) получается из этого многочлена по пра- 

вил s (x) = s(x, x") (mod x"? + 1), 

не требующему никаких умножений. Следовательно, наша задача 
свелась к вычислению многочлена $ (4, 2). 

Рассмотрим линейную свертку $ (и) = в (у) 4(и), в которой 
коэффициенты многочленов $ (у), & (у) иа (1) в свою очередь пред- 
ставляют собой многочлены от 2 и умножение этих многочленов 
от = понимается как умножение по модулю 2"” -- {. 

Возможно, эту процедуру легче понять, если выбрать п” = 2 
и заменить 2 на ]- Тогда проделанный шаг обозначает замену прс- 
изведения вещественных многочленов по модулю х" -|- 1 произве- 
дением комплексных многочленов по модулю х”/? | 1. Преиму- 
щество, даваемое таким шагом, состоит в возможности примене- 
ния алгоритма Кука—Тоома с корнями в точках +}. В общем 
случае можно 2 понимать как корень стенени п” из — 1. 

Воспользуемся алгоритмом Кука—Тоома, допуская в качестве 
«корней» степени формальной переменной 2. (Формальное утвер- 
ждение состоит в том, что мы выбираем корни в расширении поля, 
получаемом присоединением 2.) Тогда при приведении по модулю 
у — 2' коэффициенты многочленов # (у) и 4 (и) становятся много- 
членами от 2. Так как они уже являются многочленами от 2, то 
проделанный шаг не приводит к какому бы то ни было усложне- 
нию, если позаботиться о том, чтобы степень этих многочленов 
от 2 не начинала превышать свою первоначальную границу. Это 
приводит к некоторому неравенству, связывающему делители п’ 
и п” числа п. 

Алгоритм Кука—Тоома можно использовать для вычисления 
линейной свертки, если корни выбранного многочлена располо- 
жены в точках +2’ при {[ меньших п”. Степень многочлена 

n”—] 

т (у) = и(у — о) п (у—2)(и-+:) 
0
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равна 2и” -- 2, так что его можно использовать для вычисления 
свертки $ (у) степени не более 2и” | 1. Если степень многочлена 
$ (и) меньше, то часть множителей можно из т (у) отбросить. 
Мы будем пользоваться многочленом т (у), удовлетворяющим 
условию 4её т (у) = 4ев $ (у) + 1 = 2n’ — 1. 

Так как все входящие в т (и) множители являются многочле- 
нами первой степени, то для вычисления каждого из `коэффи- 
циентов многочлена 5 (у) требуется только одно умножение, кото- 
рое, конечно, представляет собой умножение многочленов от 2 
по модулю 2”” -{ 1. 

Итеративный алгоритм применим, если 2и’” — 1< 2п” + 1. 
Если это условие выполнено, то вычисление произведения много- 
членов по модулю х” | |1 разбивается на вычисления 2п’— 1 
произведений многочленов по модулю х” -- 1. В свою очередь, 
это произведение повторением описанной процедуры может быть 
разбито на еще более мелкие подзадачи так, как это показано 
на рис. 7.6. (На диаграмме выпущены детали, связанные с кри- 
терием выбора разложения йЙ’п” = п и с общими правилами 
предсложений и постсложений.) Число необходимых в алгоритме 
умножений и сложений описывается рекуррентными равенствами 

М (п) = (n° — 1) M (’), 

A (n) = (2n' — 1) A (a) + A; (1) + Ad (п), 

где Д, (п) обозначает число предсложений, связанных с приведе- 
нием 4 (у) по модулю множителей многочлена т (у), а А. (п) обо- 
значает число сложений, необходимых для восстановления много- 
члена $ (у) по его вычетам. Истинные значения величин А\ (п) 
и А. (п) зависят от выбора 2и’ — 1 множителей разложения мно- 
гочлена т (у). 

Например, вычисление произведения многочленов по модулю 
> + 1 можно свести к вычислению трех произведений многочле- 
нов по модулю х? - 1, каждое из которых требует трех умноже- 
ний; это дает алгоритм, содержащий девять умножений. Анало- 
гично, вычисление произведения по модулю х -|- | можно свести 
к вычислению семи произведений многочленов по модулю x* + |, 
что приведет к алгоритму с полным числом умножений, рав- 
ным 63 или 49 в зависимости от выбора алгоритма вычисления 
произведения многочленов по модулю х“ -{ |. Характеристики 
описанного итеративного алгоритма в зависимости от выбора 
составляющих подалгоритмов приведены на рис. 7.7. Варианты 
определяются способом разложения длины п на множители 

п’ ип”; п” можно разложить далее. Все они выписаны в последнем 
столбце таблицы.
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Вход 
в процедуру тодх” + 1 

Нет 
  

  

  | 
Приведение по то4(у + 2") 

  

      

    
” 

      

        
          

  

    

п —п 

Вызов den Вызов алгоритма 
+ процв уры mod x 1 modx” + ] 

2п’— 1 

к — п’п 
      

    
Интерполяция по Лагранжу 

__— 

Выход из процедуры то4 х” + 1 

        
Рис. 7.6. Принципиальная схема итеративного алгоритма. 

Несколько видоизмененная версия алгоритма получается, если 
выбрать 

m(x) = Te 2)(e-+2") = 
2n’—I 

= I] (x—2z) (modz” +1). 
1=0 

Теперь степень основного модуля т (х) равна 2п”, хотя доста- 
точной является степень 2и” — 1. Следовательно, такой выбор 
многочлена т (х) приводит к одному дополнительному (по сравне-
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Модули Число Число Итеративная 
умножений сложений (п’хп”) схема 

x? +1 3 3 ~ 
x44] 9 15 2х 2 

7 41 _ 
х8 + 1 27 57 2х (2x 2) 

21 77 2x 4 
х6 + 1 63 205 4х (2x 2) 

49 4х 4 
х3? + | 189 599 4х (2х (2x 2)) 

147 739 4x (2x 4) 
xe 41 405 1599 8х Ох Ох 2 

“315 1899 8х (2x 4) 
x78 44 945 4563 8x (4X (2x 2)) 
x76 4 1 1953 10531 16x (4X (2X 2)) 
x2 4 4 5859 26921 16x (4X (2X (2x 2) 
х 024 + | 11907 58889 32х (4х 2х Ох 7))) 
х2048 + | 25515 143041 32х (8х (2X (2x 2))) 
x 4 51435 304769 64x (8x (2x (2x 2))) 
  

Рис. 7.7. Характеристики некоторых алгоритмов вычислеиия произведения много- 

членов по модулю х”" -{ 1. 

нию с необходимым их числом) вычислению произведения много- 
членов. Однако такая форма алгоритма позволяет при больших п" 
получить преимущества в числе предсложений и постсложений, 
если воспользоваться БПФ-алгоритмом Кули--Тьюки по осно. 
ванию 2. Здесь мы уже продвинулись в исследованиях столь глу- 
боко, что подошли к новому методу, известному под названием 
полиномиального преобразования. Этому методу посвящена остав- 
шаяся часть данной главы. Мы прервем нить изложения, которой 
следовали до сих пор, так как полиномиальное преобразование 
должно быть введено более фундаментальным образом. 

7.5. Полиномиальное 
представление расширений полей 

Наиболее часто применяемое дискретное преобразование Фурье 
длины п отображает вектор с вещественными компонентами 
в вектор с комплексными компонентами. В практических задачах 
обработки дискретных сигналов векторы с произвольными веще- 
ственными значениями компонент никогда не нужны; всегда ока- 
зывается достаточным ограничить рассмотрение рацнональными 
числами, или, даже еще проще, целыми. В данном разделе область 
определения преобразования Фурье ограничена множеством ра- 
циональных чисел. Это ограничение не снижает практической 
ценности алгоритмов, но при этом оно приводит к совершенно 
другому взгляду на характер вычислений. 

Преобразование Фурье длины п отображает вектор длины п 
с рациональными компонентами в вектор длины п, компоненты
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которого принадлежат некоторому подмножеству комплексных 
чисел, на самом деле счетному подмножеству. Обычно в исследо- 
ваниях преобразования Фурье в качестве значений компонент 
выходного вектора допускаются произвольные комплексные числа, 
которые в практических вычислениях ограничиваются конечным 
множеством путем фиксации разрядности допустимых чисел. Это 
можно сделать до некоторой степени произвольно; условность 
представления проявляется‘ в выборе необходимой длины слова 
с учетом допустимой погрешности округления. Даже тогда, когда 
областью определения преобразования Фурье является множество 
целых чисел, для точного вычисления преобразования необхо - 
димо, чтобы разрядность двоичного представления числа была 
бесконечной. 

В настоящем разделе рассматривается другой подход к зада- 
нию областей определения и значения преобразования Фурье. 
Он состоит в полиномиальном описании расширений полей ра- 
циональных или комплексных чисел. 

Пусть у представляет собой вектор длины й с рациональными 
компонентами и пусть ® = е 7". Тогда задаваемый преобразо- 
ванием Фурье вектор 

п 1 

—= У оо; Е=0,.... п 1, 
i=0 

имеет комплексные компоненты. Тем не менее произвольное ком- 
плекснов число не может быть результатом преобразования. Все 
возможные в результате вычисления преобразования Фурье ком- 
поненты принадлежат подполю © (©), или, в более простых обо- 
значениях, подполю С”, которое представляет собой наименьшее 
содержащее « подполе поля комплексных чисел. Это подполе 
содержит поле рациональных чисел, поскольку любое подполе 
поля комплексных чисел содержит все рациональные числа. 

Пусть над полем рациональных чисел разложение многочлена 
х" — |1 на простые | множители дается равенством 

— 1 = pry (x) pi (X). - - Ds (%). 
Простые делители являются круговыми многочленами, и для ма- 
лых п их коэффициенты равны — 1, 0, 1. Так как элемент @ AB- 
ляется корнем многочлена x” — |, то он должен быть корнем 
одного из круговых многочленов, скажем, корнем многочлена 
р (х) степени т со старшим коэффициентом, равным единице: 

p (x) = x™ + pmax"! +... - PX + Po- 
Так как р (©) = 0, то 

wo” = —pm_ io"! — ... — pw — ро. 

Следовательно, o™ MOxKeT ObITh BbLIPAKeH B BHAe AHHeEHHOK KOMOH- 
нации меньших степеней элемента ®. Для меньших степеней
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элемента ® такое представление невозможно, так как в против 
ном случае ® был бы корнем многочлена степени меньше, чем 
степень многочлена р (х). 

Поле ©” может быть задано как множество всех многочленов 
от ® с рациональными коэффициентами степеней, не превосходя- 
щих т — 1. Операцией сложения в таком представлении поля 
является сложение многочленов, а операцией умножения — умно- 
жение многочленов по модулю многочлена р (©). Многочлены 
задаются списком своих т коэффициентов. Такой способ задания 
элементов поля ©” требует т слов памяти вместо двух, необхо- 
димых для запоминания комплексного числа. 

Чтобы подчеркнуть, что сами числа задаются многочленами, 
а не их комплексными значениями в точке @, будем в записи 
чисел пользоваться символом Хх вместо ©. Тогда числа поля равны 

а = ат ах” ато... ах 4 

и даются списком коэффициентов а;. Конечно, если мы пожелаем 
узнать «истинное» комплексное значение числа а, то надо вместо х 
в многочленное выражение для а подставить ® и произвести соот- 
ветствующие этому многочлену вычисления. Однако наша цель 
состоит в разработке алгоритмов, внутренние переменные которых 
имеют полиномиальное представление, и в некоторых отношениях 
такая форма действительно приводит к более простым алгоритмам. 

Например, если и равно степени двух, то 

(х" — 1) = (1) (АИ... 0-1. 
Круговой многочлен х7”/? -|- 1 приводит к расширению поля ©, 
все элементы которого представляют собой многочлены с рацио- 
нальными коэффициентами степени меньше, чем п/2. Сложением 
в поле является сложение многочленов, а умножением — умно- 
жение многочленов по модулю х”!/? -|- 1. 

Например, поле ©} состоит из всех многочленов с рациональ- 
ными коэффициентами степени не более семи с арифметикой, 
выполняемой по модулю многочлена x® + !. Пример умножения 

в поле дается равенством (= — t+ +) (x? — 1) = P— x? — 
2 

м +x —t= —x? — x4 хр. .. 

Полиномиальное представление расширения полей относится 
не только к полю рациональных чисел. Его можно использовать 

и для расширений поля комплексных чисел. Например, поле 

комплексных рациональных чисел — это множество комплексных 

чисел вида о =а -|- 0, где аи В — рациональные числа. Это 
подмножество является подполем поля комплексных чисел, кото- 

рое иногда обозначается через © (]). Во многих приложениях 

цифровой обработки сигналов компоненты обрабатываемых век-
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торов являются комплексными. Так как разрядность записи ком- 
плексных чисел практически всегда ограничена, то по существу 
всегда рассматриваются векторы с комплексными рациональными 
компонентами (или, даже более частный случай, с комплексными 
целыми компонентами). 

Поле комплексных рациональных чисел можно расширить, 
присоединив корень ® степени п из единицы. Это дает наименьшее 
расширение © (в), в котором имеется преобразование Фурье 
длины п. Если © (©) содержит | (т. е. содержит корень много- 
члена х? -|- 1), то такое расширение © (®) содержит все комплекс- 
ные рациональные числа. Это именно то расширение, которое 
нам нужно. Если круговой многочлен равен х” | 1 для некото- 
рого четного числа г, то это всегда так. В противном случае эле- 
мент ] надо присоединять. 

Пусть п не равно степени двойки, ® обозначает корень сте- 
пени п из единицы, а р (х) обозначает круговой многочлен сте- 
пени 7/7, корнем которого ® является. Тогда расширение © (jf, o), 
или, в более простых обозначениях, © (/)”", представляет собой 
множество многочленов с коэффициентами из поля © (]), степени 
которых не превосходят m — 1. Сложение в поле совпадает со сло- 
жением многочленов, а умножение — с умножением многочленов 
по модулю р (х). Коэффициенты этих многочленов складываются 
и вычитаются как комплексные числа. 

Для такого задания одного элемента поля © (], ®) требуется 
2т рациональных чисел. С точностью до этого различия и более 
общих правил сложения и умножения коэффициентов многочле- 
нов, все, что будет сказано в следующих разделах главы относи- 
тельно обработки последовательностей рациональных чисел, спра- 
ведливо и для послЛедовательностей комплексных рациональных 
чисел. Таким образом, к полю комплексных рациональных чисел 
можно больше не возвращаться. 

7.6. Свертка в полиномиальных расширениях 
полей 

Если у — вектор C рациональными компонентами, TO KOMIIO- 

ненты 
п | 

У, = У ofy,, k=0,..., n—l, 
i=0 

его преобразования Фурье принадлежат полю © (в); `в более 
общем случае, если компоненты у принадлежат © (0), то компо- 
ненты его преобразования Фурье также принадлежат © (0). 

Пусть степень кругового многочлена, корнем которого яв- 
ляется ©, равна т. Тогда каждый элемент в © (®) записывается
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в виде многочлена над © степени, меньшей т. В полиномиальной 
записи преобразование Фурье имеет вид 

п—1 

У, = > x'ky, (mod p(x), k=0,...,2—1. 

Эта формула вычисляется проще, так как умножение на х сво- 
дится к операциям над индексами, а приведение по модулю р (х) 
содержит не более т сложений. Можно воспользоваться любым 
БИФ-алгоритмом, например БПФ-алгоритмом Кули—Тьюки, но 
все умножения представляют собой умножения на х, и, следова- 
тельно, требуют для своего выполнения не более т вещественных 
сложений и не содержат вещественных умножений. Аналогично, 
каждое сложение является сложением многочленов и выполняется 
с т вещественными сложениями. 

Применительно ко входу с рациональными компонентами пре- 
образование Фурье можно рассматривать как отображение век- 
торов из многочленов первой степени в векторы из многочленов 
степени т — |1. В более общем случае, преобразование Фурье 
в такой трактовке отображает векторы, компонентами которых 
служат многочлены степени т — 1, в векторы из многочленов 
степени т — 1. 

Справедливость теоремы о свертке не зависйт от того, как 
именно представлены числа в данной арифметической системе. 
Она применима в равной степени как к векторам, компоненты 
которых записаны в полиномиальной форме, так и к векторам, 
компоненты которых записаны в обычном виде. Следовательно, 
для вычисления циклической свертки последовательностей с ра- 

. п—1 

циональными компонентами, $; = » £((i—b) de, можно взять пре- 
=0 

образование Фурье векторов в и @ в поле ©", вычислить в частот- 
ной области покомпонентное произведение $, = С»Дь и взять 
обратное преобразование Фурье. В полиномиальной записи 
поля QQ” оба преобразования Фурье при этом не содержат умно- 
жений. Покомпонентное спектральное произведение, однако, те- 
перь является произведением многочленов по модулю р (х), и, 
следовательно, требует большого числа вещественных умножений. 
Сложность вычислений переместилась с одного этапа на другой. 
Усложнение вычисления спектрального произведения сводит на 
нет выигрыш, полученный в преобразованиях Фурье. Позже мы 
увидим, что при вычислении двумерной циклической свертки 
все же можно получить выигрыш от полиномиального представ- 
ления. 

Например, пусть п = 64; круговой многочлен равен р (х) = 

= х32 + 1. Элементы поля © (&) представляют собой многочлены 
степени 31 и задаются списком из 32 рациональных чисел. Каждое
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произведение $, = С„О»х является произведением многочленов 
по модулю х3? -- 1. Этот многочлен неприводим, так что для каж- 
дого такого произведения необходимо по меньшей мере 2-32 — 1 ве- 
щественное умножение. На самом деле число умножений суще- 
ственно больше 63; практически используемый 32-точечный алго- 
ритм, приведенный на рис. 7.7, содержит 147 умножений. 

Таким образом, каждая из 64 компонент преобразования Фурье 
требует 147 вещественных умножений. Это существенно больше, 
чем число вещественных умножений, необходимых при исполь- 
зовании общепринятого для этого случая БИФ-алгоритма. 

На самом деле величины $, не являются произвольными, 
а должны удовлетворять некоторым ограничениям, связанным 
с тем, что обратное преобразование Фурье должно иметь рацио- 
нальные компоненты. 64 компоненты $; обратного преобразова- 
ния Фурье представляют собой 64 многочлена, каждый из кото- 
рых задается 32 рациональными числами. На самом деле, 51 из 
этих чисел равны нулю, так как каждый из многочленов является 
многочленом нулевой степени. Это позволяет выписать ограниче- 
ния, которым должны удовлетворять величины $», и окажется, 
что 64 из 147 этих величин нет надобности вычислять. Детальное 
выписывание этой процедуры, однако, приводит к алгоритму, 
очень похожему на алгоритм, основанный на китайской теореме 
об остатках, который проще выписать непосредственно. Поэтому 
мы не будет продолжать рассмотрение этой процедуры. 

В полиномиальном расширении поля, (”, можно определить 
и более короткие преобразования Фурье. Предположим, что 
число п является составным: й = п’и”. Тогда п’-точечное преобра- 
зование Фурье определяется равенством 

п’—1 

У, = У (о, Е=О,..., п’ — 1, 
i=0 

где арифметика задается как полиномиальная арифметика по- 
ля ©”. Ядро преобразования теперь вместо х равно х”’. При та- 
ком определении преобразования Фурье, так же как и ранее, 
существует и обратное к нему преобразование и справедлива 
теорема о свертке. 

7.7. Полиномиальное преобразование 
Нуссбаумера 

Преобразования, построенные как преобразования Фурье в по- 
линомиальных расширениях полей, заслуживают самостоятель- 
ного исследования. Мы определили их для поля рациональных 
чисел, так что коэффициенты всех многочленов рациональны. 
Так как построенное преобразование обратимо, то оно задает
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некоторое множество тождеств для многочленов с рациональными 
коэффициентами. Тождества остаются справедливыми, даже если 
в качестве коэффициентов многочленов допустить вещественные 
(или комплексные) числа. 

В данном разделе мы вновь обращаемся к изучению полино- 
миального преобразования, но на сей раз мы будем его рассматри- 
вать не как преобразование Фурье, а как самостоятельное преоб- 
разование. 

В кольце многочленов по модулю р (х) полиномиальное преоб- 
разование определяется равенством 

п—1 

У» (х) = о)" v; (x), kR=0,..., n—1, 

где w (x) представляет собой элемент порядка п и умножение, 
конечно, является кольцевым умножением многочленов по мо- 
дулю р (х). Наше рассмотрение будет ограничено случаем, когда 
@ (x) = х и многочлен р (х) делит х” — 1. Как представляется, 
никакие другие случаи не имеют какого-либо реального практи- 
ческого интереса. 

Определение 7.7.1. Пусть р (х) — некоторый многочлен сте- 
пени т и пусть многочлены о; (х), Г = 0, ..., п — 1, над полем Р 
имеют степени не более т — 1 и представляют собой компоненты 
полиномиального вектора. Полиномиальным преобразованием этого 
вектора называется вектор с компонентами 

п 

У, (х) = » хо; (х) (то4р(х)), k=0,..., 2— 1. 
{=0 

Полиномиальное преобразование легко вычислить, так как оно 
не содержит умножений элементов кольца общего вида. Умноже- 
ния на х^ тривиальны, и, если многочлен р (х) выбран так, что 
все его коэффициенты равны 0, | или —1, то приведение по мо- 
дулю р (х) также выполняется одними сложениями. 

Ценность полиномиального преобразования обуславливается 
двумя теоремами: теоремой о существовании обратного преобра- 
зования и Теоремой о свертке. Оба эти утверждения, конечно, 
сразу вытекают из возможности интерпретации полиномиального 
преобразования как преобразования Фурье, подобно тому, как 
это Делалось в предыдущем разделе. Тем не менее поучительно 
дать более прямое доказательство. 

Пусть п обозначает наименьшее целое число, для которого 
р (х) делит хп — 1. В доказательстве следующей теоремы исполь- 
зуется тот факт, что если многочлен а (х) делит x" — 1, то
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для произвольного многочлена } (х) выполняется равенство 

Ra (x) [f (x)] — Ra (x) [А му Г (x)}]. 

Начнем с простейшего случая, когда число п просто. 

Теорема 7.7.2. Предположим, что многочлен р (х) над полем Е 
степени т делит многочлен х” — 1, причем число п является 
простым. Тогда полиномиальный вектор у (х) длины п, компонен- 
тами которого являются многочлены степени т — 1, и его поли- 
номиальное преобразование У (х) связаны соотношениями 

п—1 

У, (х) = У хо; (х) (то4р (х)), k=0,... 2—1, 
0 

п 

г (= У хер ву, (4) (то (р (*), 1=0,... п— 1. 
Е =0 

Доказательство. Исключая тривиальный случай, можно пола- 
гать, что степень многочлена р (х) равна по меньшей мере двум. 
Вычислим правую часть второго равенства: 

п—1 п 1 п—1 
1 I —- № xP TRY, (x) = — № x(n—l) tk У, хи (х)] (mod p (x)) = 

k=0 k=0 1—0 
n—1 п 1 

=D fr) S eee] (mod p(x). 
1—0 k=0 

Вычислим внутреннюю сумму. Если i pasuo I, TO так как р (х) 
делит х" — 1, имеем: 

п 1 п] п 1 

У ха — —_ > yntk — У» 1 (mod x* — = 

k=0 k=—0 =0 

=1 (то4р (х)). 

При $, не равном [ воспользуемся тождеством, справедливым 

в КОЛЬЦЕ: 
п—1 

(1 — хг) У = xr, 
о 

Так как г = [+ п! — { не кратно п, то 

1—xr=£0 (тоах” — 1), 
в то время, как 

}1—x"=0Q (mod x” — 1).
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Так как р (х) делит x" — l, то отсюда вытекает, что 

n—! 

Ух" =0 (mod p (x)). 
k=0 

Итак, мы доказали, что 

п] 

EY) etn = | о если [—{ (mod p (x), 
— , ecmw [i (mod p (x)). 

Следовательно, 

n—! 

ye kV, (x) =v; (x) (mod p (x)), 
k— 

что и завершает доказательство. [7 
Tak Kak x” = 1, To обратное полиномиальное преобразование 

может быть записано в более простом виде 
п 1 

v; (x) = _> х “У, (х) (mod p (x)), 
k=O 

хотя формально х- не является многочленом. Точно так же, 
как умножение на х выполняется с помощью переиндексации 
коэффициентов и приведения х” по модулю р (х), умножение 
на х! также можно выполнить с помощью переиндексации коэф- 
фициентов и приведения по модулю р (х), причем для исключе- 
ния Хх" надо воспользоваться тем, что рих” | риа” |... 

+ p (x) + po = 0, Tak 4TO 

x = po! [pm | + pm” +. + pil. 
Следовательно, обратное полиномиальное преобразование вычис- 

ляется столь же просто, сколь и прямое полиномиальное преоб- 

разование. 

Теорема 7.7.3 (теорема о свертке). Если в кольце многочленов 

по модулю р (х) вектор многочленов с компонентами $: (x), i= 

= 0, ..., 2 — 1, связи с векторами многочленов, имеющими ком- 

йоненты в; (х) и а, (х), = 0, ..., п— 1, соотношением цик- 

лической свертки многочленов 

n—I 

$ (х) = > 2:1 (ха, (х) (mod p (x)), 

то полиномиальный спектр 5» (х) связи co cnexmpamu Gy, (x) 

и О, (х) покомпонентным произведением многочленов 

Sz (x) = G, (x) Dy (x) ~— (mod p (x), k=0,...,n—l.
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Доказательство. Используя обратное полиномиальное преоб- 
разование, имеем 

n—l! п п] 
1 si (x) = )) gir (&) dr (x) == DY) xt 9G, (2) dh (2) = 

i=0 f=0 k=0 

n—! n—t1 

— = У х"—П Ц, (х) У ха, (х), 

k=0 1—0 

где xr" следует положить равным единице, потому что, как и 

ранее, все вычисления производятся по модулю х” — 1. Следо- 
вательно, 

n—l! 

si (x) = sD) 1-9 8G, (x) Dr (2), 
k=0 

и С; (х) р» (х) должны быть равным S;, (x). O 

7.8. Быстрая свертка многочленов 

Полиномиальное представление расширения поля оказывается 
полезным при вычислении многомерных сверток. Так как при 
этом мы исходно имеем дело с произведениями многочленов, то 
переход от произведений спектров к произведениям многочленов 
не требует дополнительных вычислений, поскольку их можно 
включить в ту часть работы, которая все равно должна быть вы- 
полнена в любом случае. 

Достаточно рассмотреть двумерную циклическую свертку. 
Запишем эту свертку в виде одномерной циклической свертки 
многочленов: 

—1 

sir (Y) = р Яцек) (и) ак, (у) (то у" — 1). 

Так как многочлен y” — | распадается в произведение круговых 
многочленов, то эту задачу можно разбить на множество подзадач 
вида 

—1 

si (y) = mo Я’) (И) 4» (у) (mod p (y)), 

где р (и) представляет собой один из круговых многочленов, ска- 
жем, степени т’, делящих у”’— 1. Алгоритм решения каждой 
из этих подзадач может быть погружен в алгоритм решения 
исходной задачи.
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Рассмотрим элементы 2: (у) и 41’ (у) для всех $ = 0, ..., 
п’—1 как элементы поля © (©). Тогда для спектров соответ- 
ственно имеем для всех А’ = 0, ..., n’ — 1: 

—1 

Gey) = 3 ge (y) (mod p(y), 
n’—! 

Dev) = Sudo (y) (mod p(w) 

Sze (y) = Ge (y) Dee (y) (mod p(y), Rk’ =0,.-., n — 1. 

Используя обратное преобразование Фурье, получаем 

n’—} 

si(y.= SY y*'Se (y) (mod p (y)- 
k’=0 

Преобразования Фурье не содержат вещественных умножений. 
Все умножения в описанной процедуре сосредоточены в спек- 

тральных произведениях С». (у) О» (у). Всего имеется п’ таких 
произведений многочленов по модулю р (у), каждое из которых 
содержит по меньшей мере 2т’ — 1 умножений. Таким образом, 
в общей сложности для вычисления двумерной свертки, содержа- 
щей п’т’ чисел, требуется п’ (2т’— 1) умножений. На самом 
деле число умножений, необходимых для вычисления произведе- 
ния многочленов по модулю р (у), существенно больше, чем 
2т’— 1, но все же достаточно мало для того, чтобы приводить 
к эффективным алгоритмам. Некоторые подходящие для этой цели 
алгоритмы приведены на рис. 7.7. 

Рассмотрим теперь двумерную циклическую свертку, записан- 
ную в виде произведения .многочленов: 

$ (х, у) = в (ху) а(х, у) (тоах” — 1) (mod y” — 1). 
Используя китайскую теорему об остатках, разобьем эту задачу 
на подзадачи. Детально остановимся только на частном случае, 
когда и’и п” равны степеням двойки (и могут совпадать). Метод 
вычисления является рекуррентным, основанным на использова- 

нии двумерных циклических сверток меньшего размера. Таким 
образом, с помощью рекурсии двумерная циклическая свертка 
по основанию 2 сводится к некоторому числу меньших подзадач. 

Пусть п’ = 2" и п” = 2" при т’ >. т’. Тогда имеет место 

разложение 

у = (ут 1) "в — l= 
= (у 1)... Р-Р — D. 

Вообще говоря, последний член можно разлагать и дальше, но 

мы здесь остановимся. Обозначим члены разложения в правой 
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части соответственно через [вл (и), ..., К (и) и для г = 0, 
Ю — 1 определим 

4”) (х, у) = 4 (х, у) (mod f, (y)), 

8 (х, у) = 8 (х, у) (тов (9) 

s) (x, y) = s(x, y) (mod f, (y)). 
И 

Тогда 

si) (x, у) = Е" (х, y) d(x, y) (mod x” — 1) (mod f, (y)), 
и, согласно китайской теореме об остатках для многочленов, 

R—! 

s(x, y) = yaw (y) s(x, y) (mod x” — 1), 

rye al) (y) npur = 0, ..., R — 1 onpenensiotca stoi же теоремой. 
Вычисления на этом последнем шаге не содержат вещественных 
умножений. 

Основная часть вычислений падает на вычисление остатков 
$(") (х, и). Эти вычисления разбиваются на два типа, а именно, 

56 (х, y) = gl (x, y) d(x, y) (mod x"” — 1) (mod (у" + 1) 
s(") (x, y) = gt) (x, y) d(x, y) (mod x"” — 1) (mod y""? ~ 1). 

Второй тип вычислений, с точностью до замены Хх и у друг на друга, 
представляет собой копию решаемой задачи меньшего размера. 

Опираясь на приведенную на рис. 7.8 рекуррентную формулу, 
можно полагать, что эта меньшая задача решена; поскольку ре- 
шена задача большего размера. 

Опуская индекс г, первый тип вычислений запишем в виде 
задачи ° 

s (x, y) = g (x, y)d (x, y) (mod x*” — 1) (mod y” + J), 

где и’ > п’/2. Эту задачу можно рассматривать как задачу вы- 
числения одномерной свертки в поле ©”, а именно, 

s(x) = g(x)d(x) (mod x” — 1) 

где все коэффициенты выписанных многочленов представляют 

собой элементы поля С”’ и, следовательно, записываются в виде 

многочленов от и степени, меньшей т’. Так как п’ < 9т,, то для 

вычисления свертки можно воспользоваться имеющимся преобра- 

зованием Фурье длины п’. Преобразование Фурье выполняется 

с помощью одних сложений и не содержит умножений. 

В частотной области свертка преобразуется к произведениям 

Spe = Gp Dre. 

И
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Вход 
в алгоритм циклической свертки пхп’ 
n’ = 2" nn” = ТтТ.т”ьт' 

  

  

        

  

  

        

Вычисление остатков a y. x) 

dx, y) = d(x, y) (mod у"? — 1) У 

dx, y) = d(x, y)(mod f,(y)) у 

Вызвать 
a a an алгорит 

Свертки по модулю “| и Лической 
х +1 s%y, x) | | свертки 

— пхп у 2 

) "ем DY») = ‚ а’ к (5) >. О ро. св 
    
  

  \ 

SKC) = СИ(ФБЕ(У) — то ГАУ) 

    
Заранее вычис- 
ленные значения a
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| КО мт м —~ “es 8 5 8 i) 

| yr =0, ..,R-1 | Gey) 
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| 
у | 

=e | 
(7 — р 

$ (у) = ©» Sy CY) | a r=0, ..,R-1 | 

| 
Po J   
  
  

Китайская теорема 
об остатках 

R-1 

s(x, 9) = YE acy)s' x, Y) 

ree (mod y" — 1) 

Выход 

      

Рис. 7.8. Алгоритм многомерной циклической свертки. 

Для их вычисления нужно п’ умножений в ©, каждое из которых 
представляет собой произведение многочленов по модулю у”’ -{ 1 
и поэтому требует Эт’ — 1 вещественных умножений. Следова- 
тельно, для вычисления 

s (x, y) = g (x, y) d(x, y) (mod x” — 1) (mod y” + 1)
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у у Число Число 

Размер вешестввиных CULCCMGEHHEIX Weih YMHOMKG- HOI слое MH 2 1х умноже- ных сложе 
таблицы умножений сложений ний на точку ний на точку 

3х 3 13 70 144 7.78 

4х 4 22 122 137 7.62 

5х 5 55 369 2.20 14.76 

бх 6 52 424 144 11.78 

7х7 121 1163 2.47 23.73 

8 x 8B 130 750 2.03 11.72 

9x 9 193 1382 2.38 17.06 

10 x 10 220 1876 2.20 18.76 

14x 14 484 5436 2.47 27.73 

16 X 16 634 4774 2.48 18.65 

18 x 18 772 6576 2.38 20 30 

24 х 24 1402 12954 2.43 22.49 

27 X 27 2893 21266 3.97 29.17 

32 X 32 3658 24854 3 57 24.27 

64 х 64 17770 142902 4.34 34.89 

128 Х 128 78250 720502 4.78 43.98 
  

Рис. 7.9. Характеристики некоторых алгоритмов вычисления двумерной цикли- 
ческой свертки. 

необходимо всего и’ (2т’ — 1) вещественных умножений, а Для 
вычисления исходной двумерной циклической свертки требуется 
сделать несколько таких вычислений. 

Например, для вычисления двумерной циклической (64х 64)- 

свертки требуется 64-(63) вещественных умножений и вычисления 

двумерной циклической (64х 32)-свертки. В свою очередь, для 

вычисления двумерной циклической (64х 32)-свертки требуется 

в идеале 32.(63) - 32.(31) вещественных умножений и вычисле- 

ния одной двумерной циклической (16х 32)-свертки. В свою оче- 

редь, вычисление двумерной циклической (32 х 16)-свертки тре- 

бует 16.(31) + 16-(15) умножений и свертки еще меньшего раз- 

мера. Продолжая этот процесс до тех пор, пока не дойдем до 

тривиальной свертки, получаем около 800 умножений. Это су- 

щественно меньше, чем число умножений, необходимое при ис- 

пользовании двумерного алгоритма Кули—Тьюки и теоремы 

о свертке, равное 73 728. 
Практические алгоритмы вычисления произведений многочле- 

нов, как видно из затабулированных на рис. 7.7 данных, содержат 

большее число умножений, чем равный п’ (2т’ — 1) теоретиче- 

ский минимум. В частности, рассмотренный алгоритм вычисления 

двумерной циклической (64х 64)-свертки содержит на самом деле 

17 770 вещественных умножений. Характеристики некоторых Дру- 

гих практических алгоритмов вычисления двумерной циклической 

свертки, построенных по описанному методу, приведены На 

рис. 7.9.
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7.1. 

7.2. 

7.3. 

7.4. 

7.5. 

7.6. 

7.1. 

  

Задачи 

а. Вычнслить характеристики алгоритма 7560-точечной циклической 
свертки, построениого на основе алгоритма Агарвала — Кули. 
6. Вычислить характеристики гнездового алгоритма двумерной (504 Ж 
х 504)-свертки. 
Алгоритм вычисления 12-точечной циклической свертки можно построить 
прямо по методу Винограда или по алгоритму Агарвала — Кули, сочетая 
алгоритм 3-точечной циклической свертки с алгоритмом 4-точечной цикли- 
ческой свертки. Сравнить числа умножений, необходимых в каждом из 
этих методов. 
а. Описать метод построения алгоритма вычисления б-точечной цикли- 
ческой свертки $ (х) = 2 (х) 4 (Хх (тоа х8 — 1). Сколько необходимо умно- 
жеиий? 
б. Воспользуйтесь алгоритмом Агарвала — Кули построения 6-точечной 
циклической свертки из алгоритма 2-точечной циклической свертки и алго- 
ритма 3-точечной циклической свертки. Сколько необходимо умножений? 
Воспользовавшись алгоритмом Агарвала — Кули, привести матрицы алго- 
ритма 15-точечной циклической свертки к стандартному виду 

s = CGAd. 

Пусть длина циклической свертки равна п = и1пойзйа, где все делители 
взаимно просты. Различные алгоритмы вычисления циклической свертки 
такой длины получаются различиыми способами сочетания алгоритмов 
циклических сверток длин Ил, По, Пз И Па Две возможные схемы построения 
алгоритмов даются следующими правилами расстановки скобок: п = 
= ((п1п2) (пзпа)) и п= (па (п› (пз (па)))). Доказать, что если в каждом паро- 
сочетании используемые алгоритмы оптимальны, то обе схемы содержат 
одинаковое число умножений и сложений. 
Алгоритм вычисления комплексной свертки по модулю x” — 1 описан 
в разд. 3.7. 
а. Построить этот алгоритм как алгоритм двумерного произведения много- 

членов по модулям х?7" + 1H y? + 1. 
6. Jina этой же задачи можно построить два алгоритма, отталкиваясь 
соответственно от 

$ (х, и) = g (x, y) d (x, y) (mod x*° 4+. 1) (mod y?+ 1) 

или от 

s(x, y)= g(x y)d(x,y) (mody?+ 1) (mod x*+ 1). 
Какой из алгоритмов лучше? 
Кольцо кватерниойов было определено в задаче 2.15. 
а. Записать двумерную циклическую (2Х 2)-свертку 

s (x,y) = g(%, y)d(x,y) (mod x?— 1) (mod y* — 1) 
в виде произведения (4Х 4)-матрицы на вектор, содержащий 4 компоненты. 

Дать алгоритм, содержащий четыре умножения. 

б. Записать полиномиальное произведение 

s, (x, y) = E(x, y) d(x, y) (mod x*+ 1) (mod y* — 1) 

в виде произведения (4Х 4)-матрицы на вектор, содержащий 4 компоненты. 

Дать алгоритм, содержащий шесть умножений. 

в. Записать полиномиальное произведение 

5 (ху) =Е(х;у)4(х у (mod x*+ 1) (mod y* + 1) 

в виде произведения (4Х 4)-матрицы на вектор, содержащий 4 компонеиты. 

Дать алгоритм, содержащий шесть умножении.
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г. Записать произведение кватернионов $ = gd B виде произведения 
(4х 4)-матрицы на вектор, содержащий 4 компоненты. Дать алгоритм, 
содержащий девять умножений. 

7.8. Определить число умножений и число сложений в алгоритме Агарвала — 
Кули для вычисления 45-точечной циклической свертки. Какое улучшение 
дает переход к алгоритму разложения? 

7.9. а. Найти характеристики гнездового алгоритма вычислеиия циклической 
(15Х 15)-свертки, сочетающего алгоритм циклической (3Х 3)-свертки с ал- 
горитмом циклической (5Х 5)-свертки. Сравнить эти характеристики с ха- 
рактеристиками гнездового алгоритма, сочетающего алгоритм 15-точечной 
одномериой циклической свертки с ним самим. 
6. Повторить вычисления для двумерной циклической (21Х2])-свертки. 

7.10. Для вычисления циклической (пх п)-свертки комплексных векторов можно 
попросту воспользоваться алгоритмом вычисления циклической (пХп)- 
свертки вещественных векторов, заменив все вещественные Уумноження 
и сложения иа комплексиые умножения и сложения. На сколько можно 
улучшить алгоритм вычислеиия циклической (5 5)-свертки комплексных 
векторов? Насколько лучше циклическая (4Ж4)-свертка комплексных 
векторов? 

Замечания 

На простейшем уровне конструкций двумериое преобразование Фурье 
состоит из двух независимых преобразований Фурье, применяемых отдельно 
вдоль каждой из осей; аналогичное утверждение отиосится к двумерной свертке. 
Следовательно, быстрые алгоритмы вычисления одномерной свертки в равной 
мере применимы и для вычисления двумерной свертки. Являющиеся по существу 
двумерными алгоритмы возникли позже. Пионером в этой области явился Нусс- 
баумер [1] (1977), введя свои полиномиальные преобразования. Они были сна- 
чала определены эвристически по аналогии с преобразованиями Фурье, по- 
скольку эти преобразования и представляли интерес Только позже стало по- 
нятно, что полиномиальные преобразования представляют нечто большее, чем 
просто аналогию преобразоваииям Фурье. Их интерпретация в виде преобразо- 
вания Фурье в полиномиальном представлении расширений полей была дана 
Блейхутом [2] (1983). Аналогичные идеи были высказаны Бетом, Фуми и Мах- 
вельдом [3] (1982). Другое полиномиальное преобразование, с более ясной 
структурой, но с большей сложностью вычислений, введено Арамбеполой и Рай- 
иером [4] (1979). 

Использование иидексации типа Гуда — Томаса для вычисления одномериых 
сверток принадлежит Агарвалу и Кули [5] (1977). Они преобразовали одно- 
мерную светку в многомерную и для вычисления последней применили гнездовой 
алгоритм, сочетающий одномерные алгоритмы, — процедура, описанная иами 
в терминах кроиекеровского произведения. Их гиездовой метод совпадает с пред- 
ложенным Виноградом [8] (1978) для вычислении многомерных преобразований 
Фурье. 

Идея использования для уменьшения числа сложений при вычислении много- 
мерной свертки китайской теоремы об остатках для многочленов принадлежит 
Нуссбаумеру [6] (1978). Использовать в качестве модулей многочлены с козф- 
фициеитами в полиномиальных расширеииях полей было предложено Питасом 
и Стринзисом [7] (1982). Многие из приведениых в главе таблиц основаиы на 
работе Нуссбаумера.



Глава 8 

БЫСТРЫЕ АЛГОРИТМЫ 
МНОГОМЕРНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

В предыдущих главах были рассмотрены способы разбиения 
задачи вычисления преобразования Фурье на подзадачи и спо- 
собы преобразования алгоритмов свертки в алгоритмы вычисле 
ния преобразования Фурье. Задачу вычисления многомерного 
преобразования Фурье также можно разбить на подзадачи и 
использовать алгоритмы вычисления многомерных сверток для 
вычисления многомерных преобразований Фурье. В данном слу- 
чае эти возможности даже богаче, чем в одномерном случае. Мы 
рассмотрим многие из них. 

Алгоритмы многомерных преобразований Фурье рассматри- 
ваются на простейшем примере двумерных преобразований Фурье. 
Методы и формулы, полученные для двумерного преобразования 
Фурье, переносятся на произвольный многомерный случай непо- 
средственно. 

Многомерные преобразования Фурье возникают естественно 
в тех задачах цифровой обработки сигналов, которые по существу 
многомерны. Но они возникают и искусственным путем как спо- 
соб вычисления одномерного преобразования Фурье. В данной 
главе изучаются эти методы и тем самым даются практические 
способы построения алгоритмов одномерного преобразования 
Фурье больших длин из рассмотренных в гл. 4 малых алгоритмов 
‘преобразования Фурье. 

8.1. Алгоритмы Кули—Тьюки 
по малому основанию 

Для вычисления двумерного преобразования Фурье можно 
использовать БПФ-алгоритм Кули—Тьюки, применяя его сна- 
чала к каждой строке, а потом к каждому столбцу. Это обосновы- 
вается простой расстановкой скобок в уравнениях, определяющих 
Двумерное преобразование Фурье. Обозначим через у двумерную 
таблицу с элементами 9:., г”, Г = 0, ..., п — |1, Ё = 0, ..., 

п” — 1. из поля Р. Двумерное преобразование Фурье таблицы у
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определяется как двумерная таблица У с элементами из поля Ё, 
вычисляемыми по формулам 

ne—l n”—t р’ — 0 n’ — | 
9 ee ey , Vee p= у У оо, " 

” {7—0 7—0 oo К” =0,..., п’ — |, 

где « — первообразный корень степени п’ из единицы в поле F, 
а и — первообразный корень ‘степени п” из единицы в поле Р; 
при и’ = п” обычно полагают ® = ц. Ясно, что 

п’—1 —1 

Vee, p= doe [> wer og | = 

п”—1 n’—} с ее [вишь 
t”=0 i’=0 

Отсюда видно, что двумерное преобразование Фурье можно вы- 
числять, Либо вычисляя сначала одномерные преобразования по 
столбцам и вслед за этим одномерные преобразования по строкам, 
либо сначала по строкам, а вслед за этим по столбцам. Любые 
из БИФ-алгоритмов пригодны и для строк и для столбцов, и даже 
не нужно, чтобы они совпадали. В нашем распоряжении имеется 
много хороших БИФ-алгоритмов, и любой из них можно выбрать, 
чтобы ‘уменьшить число необходимых умножений и число необхо- 
димых сложений. 

При больших объемах таблиц помимо числа сложений и умно- 
жений возникает задача управления данными. (1024хХ 1024)-таб- 
лица над полем вещественных чисел содержит более одного мил- 
лиона чисел, и вдвое больше над полем комплексных чисел. Про- 
цессор может запоминать большую часть таблицы в глобальной 
памяти, выбирая только часть данных в локальную память. Обмен 
данными между глобальной и локальной памятью является не 
менее важным моментом, чем число умножений и число сложений. 

Мы рассмотрим простейшую модель механизма обмена дан- 
ными, в которой данные в глобальную память записываются по 
строкам и считываются в локальную память по строкам. Тогда 
процесс вычисления двумерного преобразования Фурье сводится 
к одномерному преобразованию Фурье каждой строки, транспо- 
нированию таблицы и повторному применению одномерного пре- 
образования Фурье к каждой новой строке. Если окончательный 
результат должен быть записан в глобальной памяти в виде истин- 
ных строк преобразования, то нужно еще раз выполнить транспо- 
нирование. Быстрые алгоритмы транспонирования будут рас- 
смотрены в гл. 10. 

Для того, чтобы избежать операции транспонирования, по- 
смотрим более внимательно на используемые в алгоритме Кули— 
Тьюки правила разбиения и применим их к построению много-
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По основанию два 

Одномерная Двумерная 

ОИ 1 | +. 
  

  

1 
| 
  

    

        

Ло основанию четыре 

Одномерная Двумерная 

И | 
  

  
Рис. 8.1. Некоторые схемы прореживания. 

мерных алгоритмов БИФ. В многомерных алгоритмах будем де 
лать разбиения не по строкам и столбцам, а прямо разбивая дву- 

мерную таблицу. Различие этих способов разбиения показано 
на рис. 8.1. В частности, двумерное разбиение по основанию 2 раз- 

бивает (пх п)-таблицу на четыре ((п/2)х (п/2))-таблицы, а двумер- 
ное разбиение по основанию 4 разбивает (пх п)-таблицу на шест- 

надцать ((п/4)х (п/4))-таблиц. Последнее разбиение, в частности, 

привлекательно не только тем, что преобразует данные к малым 

объемам, но также и тем, что позволяет уменьшить число необ- 
ходимых умножений и сложений. 

Рассмотрим задачу вычисления двумерного (пх п)-точечного 
преобразования Фурье 

n—l n— 1 

У, 1 = > > обе, у,
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где й = п’и”. Отметим, что мы специально убрали штрихованные 
обозначения индексов, чтобы воспользоваться разбиением Кули— 
Тьюки. Теперь п’и и” — размеры прямоугольной таблицы. 

Напомним приведенную на рис. 4.1 формулу разбиения Кули— 
Тьюки: 

п’—1 Vase =" pt [oe Barrer. e] 
Применим эту формулу к двумерному преобразованию дважды — 
один раз к строчным индексам, а другой раз к столбцовым индек- 
сам. Тогда, меняя порядок суммирования, можно записать 

У, Е”, l’, Lt” = 

n’—1 n’—1 n”—1 n’—1 

i7=0 j’=0 i”=0 j”=0 

Теперь мы получили запись преобразования в виде двумерного 
(и”хп”)-точечного преобразования для каждых Ги |’, за которым 
следует покомпонентное умножение, а за ним (п’ хп’)-точечное 
двумерное преобразование Фурье для каждых А” и Г. 

Для построения двумерного алгоритма БИФ с разбиением по 
времени по основанию 2 выберем п’ = 2 и п” = 1/2. Тогда урав- 
нения в матричном виде для А = 0, ..., п/2— [Ги [= 0, 
п/2 — | даются равенством 

9+) 

> => > 

            

—| |- п/2—1 п/2—1 р ~ 
Vp, l 1 1 I 1 у у оо, 2} 

i=0 j=0 
n/2—1 n/2—1 2 С 2 1 

k t 1 
V et ne, в —1 1—1 © у у 621-41, 21 

__ {1—0 j=0 

_ ) n/2—1 п/2—1 7 
NY 

Ve. l+n/2 | 1—1 —1 @ у у, 62 Roy 21 Voz, 21-1 

t=0 j=0 

bo п/2—1 п/2—1 oth Ott 
é 1 

Vetn/2, 1-n/2 Ш оо у у о р 2 
- _ _ _1 |-- i=0 j=—0 _ 

Этот БИФ-алгоритм разбивает таблицу входных данных на четыре 
таблицы в соответствии с четностью или нечетностью обоих ин- 
дексов. Выходная таблица также разбивается на четыре таблицы, 
хотя и по другому правилу, определяемому принадлежностью 
строк и столбцов к первой или второй половине. Вычисления 
теперь свелись к четырем двумерным ((п/2)х (п/2))-точечным преоб- 
разованиям Фурье и (3/4) п? умножениям на степени элемента ©. 
Мы здесь не учитываем (1/4) п? тривиальных умножений, которые
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формируются в один блок и легко из алгоритма выбрасываются. 
Оставшаяся часть тривиальных умножений мала и входит в пол- 
ное число (3/4) л° умножений. Пусть п равно степени двойки 
и М (пхп) обозначает число умножений в поле Р, необходимых 
для вычисления двумерного (и Х п)-точечного преобразования Фурье 
описанным алгоритмом. Тогда мы получаем следующую рекурсию: 

M (n x n)=4M (+ x >) + "2. 

Решение этого рекуррентного уравнения дается равенством 

М пхп =r (1082 n —C), 

где константа С определяется числом умножений в самом внутрен- 
нем шаге. В частности, можно отталкиваться от (2х 2)- преобра- 
зования Фурье, не содержащего умножений, так что М (2Жх2) = 0, 
или от (4х4)- преобразования Фурье, также не содержащего 
умножений, так что М (4Ж4) = 0. Тогда 

M (n x n) =n? (log, n — 1) 
ИЛИ 3 

M(n.x n)= zn (log, n — 2). 

Возможно и дальнейшее уменьшение числа умножений, но струк- 
тура алгоритма при этом усложняется. 

Полученные формулы интересно сравнить с числом 
М (пхп) = п? 108. п 

умножений в поле РЁ, необходимым в двумерном алгоритме, осно- 
ванном на использовании БПФ-алгоритма Кули—Тьюки по осно- 
ванию 2 по столбцам и по строкам. 

Некоторое уменьшение числа необходимых умножений яв- 
ляется приятным свойством рассмотренного двумерного алгоритма. 
Но намного более важной является используемая в нем форма 
записи входных данных, так как она уменьшает необходимое 
число обменов данными между глобальной и локальной памятью 
процессора. Входная таблица считывается в локальную память 
по две строки одновременно. Объем локальной памяти должен 
быть достаточен для запоминания двух строк. Вдоль каждой 
пары строк вычисляются все двумерные (2х 2)- преобразования. 

Этот процесс для данной таблицы повторяется 108, п раз. В каж- 
дой итерации процесс спаривания двух строк управляется алго- 
ритмом адресного тасования Кули—Тьюки; формирование (2х 2)- 
таблиц в пределах двух спаренных строк также управляется алго- 
ритмом адресного тасования Кули—Тьюки. Так как входная 
таблица содержит п строк, и так как она трансформируется 
всего |08. И раз, то в общей сложности мы получаем п 1085 п пе- 

реносов строк из глобальной памяти в локальную и такое же 

число обратных переносов.
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Чтобы построить двумерный БИФ-алгоритм по основанию 4 
положим п’ = 4 и п” = п/4. Это разобьет исходную двумерную 
таблицу на 16 подтаблиц. Вычисления можно записать в виде 
следующего матричного уравнения: 

        

        

т _ Г П/З-Ь п/а = 
ed 4% 4jf 

. ш м их 
#20 1=0 

и , п/4-! nl4—) 

Kartal 
4ik, 4jt 

| © и МО. 
520 j=0 

n/4-\ rf/s-) 

кии wh wi uky,. 24227 
#20 j=0 

п/4—1 nj4-) 

зла 1 
wk у, wou tity 

2+ 3,2 

230 ]1=0 

п/4-$ nf4—} 
И + nfA ow! у, w* wily 

2127+) 

100 /=0 

— ~ _ п/4—1 nfl4-) 

V 1 1 1 Г kel ask Aji 
kanlatsnf4 | 1 1 1 | @W © Ив. 

icf jo0 

п/4—! п/4-1 

и 1 -; | ; 1 -f - 2+1 аш 4 
&+п/2 1+ п/4 J J J 1 J ro) у, МИ. 2.271 

_ x #20 j=0 

п/4-1 nfs 

и 1-1 1 -1 t -1 > dik gyi в _ i yt 
& + 3л/4 1+ 0/4 1 1 @ м М0, 3271 

{0 jx 

п/4—! п/4-1 

у 1 j -|l -j | — _j 2 dik, jt 
kd+a/2 | 3 у iE J 1 J © > UF 2742 

#20 j=0 

nla-t nl4-t 

и k++ 2! 4ik , 4)! 
kanflads nf2 © ® м 051.212 

20 ]=0 

п/4-1 nfa—1 

и 2к+21 4,4 
+4 772.14 п/2 © м №70, 221.2 

20 1/0 

nf/a-\ nla—-t 

Vg sansa sent? shou w*wl!v,; . @ 24 3,.2p+2 

{20 j20 

п/4-1 п/4—1 

у 
3/ ik, .4jl 

К 1+ 3п74 10) DW U2 2743 
iw ]э0 

п/4-1 п/4—1 

V, 4+2/4.1+ 37/4 cen wt tiy ‚ © 27+1.27+3 

}=0 joo 

л/4—1 nla-i 

V 
2+ 3/ Aik, Ait 

К+п/2 {+ 3л/6 © 095422743 

#0 — }=0 

п/8-1 nfa—-) 

[Г зайди зла kre > > wo Uy уз 
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Здесь (16х 16)-матрица, на которую выполняется умножение, 
представлена в виде кронекеровского произведения двух (4х4)- 
матриц с элементами +1 и +]. 15/16 из стоящих в правой части 
равенства членов умножаются на степени элемента ®. Небольшая 
часть из них представляет собой тривиальные умножения, но, 
чтобы структура оставалась простой и удобной для расчетов, мы 
их выбрасывать не будем. Тогда число умножений описывается 
рекуррентным соотношением 

Михп) = 16м (1х) и, 
решением которого является 

15 
М (п x n) = (log | С), 

где константа С имеет такой же смысл, как и для алгоритма по ос- 
нованию 2. Если выбрать внутреннюю свертку так, что М (4 х4)=0, 
то 

М (п x п) = 5 и? (log n — 2), 

и мы видим, что в добавление к хорошей структурированности 
алгоритм по основанию 4 эффективен в смысле числа необходимых 
умножений. 

Для того, чтобы воспользоваться двумерным разбиением по 
основанию 4, локальная память должна быть столь большой, чтобы 
можно было одновременно записать четыре строки матрицы вход- 
ных данных. В общей сложности таблица входных данных будет 

1 
переноситься 109. И раз, так что всего потребуется п log, n 

переносов строк из глобальной памяти в локальную и наоборот. 

8.2. Гнездовые алгоритмы преобразования 

Теперь мы рассмотрим другой метод, известный под названием 
гнездового, в котором многомерные БИФ-алгоритмы строятся 
сочетанием одномерных БИФ-алгоритмов, как в БИФ-алгоритме 
Винограда. Напомним, что следствием возможности изменения 
порядка суммирова НИЯ 

n’—1 п” 

Ук.» = » or | У иг, | ~ i*=9 i”—0 
п”—1 п’—1 

— у не | у ФР”, = 
i”=0 i’=0 

является то, что двумерное преобразование Фурье можно вычис- 
лять как последовательность одномерных преобразований Фурье
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сначала по строкам, а затем по столбцам, или сначала по столбцам, 
а затем по строкам. Для вычисления одномерных преобразований 
Фурье можно пользоваться любой удобной комбинацией алгорит- 
мов вычисления, применяя их к строкам и столбцам, входящим 
в двумерное преобразование. Мы будем работать с малыми БИФ- 
алгоритмами Винограда, отыскивая эффективные способы их со- 
четания. 

Пусть М (п’) и А (ип’) обозначают соответственно числа умно- 
жений и сложений некоторого имеющегося в нашем распоряжении 
одномерного алгоритма п’-точечного преобразования Фурье. Для 
выполнения п” таких одномерных преобразований нужно пи" М (п’) 
умножений и п”Д (п’) сложений. Аналогично, чтобы выполнить п’ 
преобразований длины ип”, необходимо п’М (п”) умножений и 
п’А (п”} сложений. Таким образом, используя последовательно 
одномерные преобразования, получаем, что вычислительная слож- 
ность двумерного преобразования Фурье равна 

М пхп) =и"М (п) + им (, 

А (хп) = мА (п) | мА (т). 

Какое из измерений таблицы выбрано первым, не играет роли. 
Поскольку в такой процедуре обработка осуществляется последо- 
вательно, то сложность будет той же самой. 

К лучшей процедуре вычислений приводит сочетание алгорит- 
мов по гнездовому методу Винограда. Гак как для двумерного 
преобразования Фурье несущественно, что именно, строки или 
столбцы, обрабатываются в первую очередь, то, возможно, суще- 
ствует и путь их совместного вычисления. Именно это и делает 
гнездовой метод Винограда. Он так связывает вычисления по 
строкам и по столбцам, что полное число необходимых умножений 
уменьшается. Таким образом, мы будем пользоваться одномерными 
алгоритмами преобразования Фурье, но сочетая их более эф- 
фективным образом. Для описания метода воспользуемся кроне- 
керовским произведением матриц. 

Пусть \’и М” обозначают соответственно матрицы преобра- 
зования Фурье длин п’и п”, так что У’ = \”у’, У" = Му 
и 

п’—1 п”—1 
/ / 4} р 

У, = dy Blevi, У» = 2 y Ui. 
{=0 = 

Двумерное (п’х п”)-преобразование Фурье двумерного сигнала 
0’, ® получается применением матрицы W’ к каждому столбцу 
(столбец содержит и’ компонент) и последующим применением 
матрицы \” к каждой строке. Это двумерное вычисление можно 
преобразовать в одномерное так, как показано на рис. 8.2. 

Выпишем двумерные таблицы Уи\У в виде одномерных таблиц, 

считывая их в стеки по столбцам, и сохраним за ними те же обоз-
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Рис. 8.2. Отображение двумерной таблицы в одномерную. 

начения, так что входной и выходной одномерные векторы содер- 

mart п’и’ компонент и имеют вид 

где у» и У обозначают 
мерных таблиц: 

Vo 

vi 

  

Voi” 

U4" 

V2" 

° 

  

  

  Un’ _ te" 

<
<
<
 

  т...
 

V oi” 

и... 
V 24" 

  Vn — 3" 

  | - 

соответственно столбцы исходных дву- 

- 

  
So 

Если под у и \У понимать так построенные одномерные п п -то- 

чечные векторы, то двумерное преобразование Фурье записывается
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В виде кронекеровского произведения. Сначала запишем вычисле- 

ния в виде 
— 

— ” “ wo ий = 

0 Wool Wot wok ..- Won il 
‘ = 

                

У 0 0... O ly, 
Vv 1 Wioll Wi wil фо Wey # il 0 У , 0 0 Vv 1 

У 2 _ Woll и’. и “ee Won a il 0 0 У 7 9 Vv 2 

— . 3 

У,“ Wri ~ 1,01 Wr 1." И. _© оо Ww Уи" 

где У” — определенная выше (п’хХ п’)-матрица, 0 — нулевая 
(п’х п)-матрина и I — единичная (п’х п’)-матрица. В этом 
произведении матриц легко узнать кронекеровское произведение 
матриц, так что в сокращенной записи имеем 

V= Wy, 

где \М = W” X W’ представляет собой (п’п” Хх п’и”)-матрицу. 
В БИФ-алгоритмах Винограда длин п’ и п” соответственно ма- 

трицы \М” и \"" разлагаются в виде \” = С’В’А’и W” = C’B’A’, 
где А’, А”, С’и С” представляют собой матрицы, состоящие только 
из нулей и единиц, а матрицы В’и В” являются диагональными. 
Все умножения в алгоритмах Винограда исчерпываются умноже- 
ниями на матрицы В’ и В” соответственно. Пусть М = \” х М’; 
применяя дважды теорему 2.5.5., получаем 

W — (С”В”А”) Xx (C’B’A’) = (C” x C’) (В” x B’) (A” x A’) — 

= CBA, 

где кронекеровское произведение C = C” x C’ nu A= A" X A’ 
приводит опять к матрицам, состоящим только из нулей и единиц, 
а кронекеровское произведение В = В” Хх В” представляет собой 
диагональную матрицу. Таким образом, мы построили алгоритм 
двумерного п’п”-точечного преобразования Фурье в той же форме, 
что и БИФ-алгоритм Винограда. Это и дает способ построения дву- 
мерных БИФ-алгоритмов из одномерных алгоритмов. 

Хороший способ организации вычисления двумерного преобра- 
зования Фурье диктуется формулой 

У — (С” x С’) (В” x B’) (А” x A’) у, 

и иллюстрируется рис. 8.3. Здесь предполагается, что данные 
записаны в виде двумерной таблицы. Для умножения на (А” Х 
Хх А’) сначала каждый столбец входной двумерной таблицы умно- 
жается на матрицу А’, а затем каждая строка полученной матрицы 
умножается на А”. Первая из этих операций не содержит умно- 
жений и преобразует входную (п’жи”)-таблицу в таблицу раз-
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м 

"Умножение П” умножение M(n”) 
omononce строк на 

на ” 
Входная А 
таблица | ———э= —— 

п e 

Сигнал во M(n" ) M(n’ ) 
временной области 

M(n") 

Хранимая 
таблица Локомпонент- 
констант ное умножение 

М(п’)} 

п’ Умножение Nn” умножение М (п”) 
ace столбцов 
H a и 

Выходная на © 
таблица | ——— —— 

n v 

Сигнал в . М(п’) М(п’) 
частотной 
области 

Рис. 8.3. Гнездовой метод вычисления двумерного преобразования Фурье. 

мера (М (п’) х п”); вторая операция также содержит только сложе- 
ния и преобразует данные в таблицу размера (М (п’)х М(и”)). Далее 
происходит умножение каждого столбца на матрицу В’ и затем 
умножение каждой строки на матрицу В”. Эта процедура содер- 
жит ЭМ (п’) М (п"} умножений. Другой способ реализации этого 
шага' вычислений состоит в предварительном вычислении и за- 
поминании (М (п’) Х М (п’))-матрицы В = В” Х В’. Тогда на 

этом шаге потребуется только М (и’) М (п”) умножений, но память 

для констант вычисления растет. Наконец, вычисленная на вто- 
ром шаге (М (п’) Х М (п"))-матрица преобразуется B (n’ X n’)- 
матрицу умножением сначала каждого столбца на С’, а затем каж- 

дой строки на С”. Последний шаг содержит только сложения. 

Полное число умножений в алгоритме равно 

М (п хп’) = М (п) М (т). 

Формула для полного числа сложений выводится несколько слож- 

нее, так как зависит от распределения числа сложений в состав- 

ляющих алгоритмах между предсложениями и постсложениями. 

Чтобы упростить эту формулу и ее вывод (и даже уменьшить число 

необходимых сложений), предположим, что можно менять порядок



270 Гл. 8. Быстрые алгоритмы многомерных преобразований 
  

применения матриц С’ и С”. (Изменение порядка суммирования оп- 

i’ 1” 1” 

x Cre View.) Тогда 

А (п’ Хх м) =пА (и) + МА (м). 

Теяерь мы уже имеем два способа вычисления двумерного пре- 
образования Фурье. Первый из них содержит 

M (n’ X n") = nM (H’) + nM (n’) 

умножений, но строится на основе любого одномерного БИФ- 
алгоритма, а второй содержит 

М (п х п’) = М (п’) М (п”) 

умножений, но в конструкции используются только БИФ-алго- 
ритмы Винограда вдоль каждого из измерений 

Например, реализация (1008 х 1008)-преббразования Фурье 
для комплексного входа в первом случае требует 4х 1008х 1782 
вещественных умножений (см. разд. 8.3), а во втором случае 2х 
х 17822 вещественных умножений. (В случае вещественного входа 
во втором случае требуется вдвое меньше вещественных умноже- 
ний, а в первом случае только 3/4 от указанного числа, так как 
после применения БПФ-алгоритма по строкам данные становятся 
комплексными.) 

Второй способ, очевидно, лучше, но для его реализации тре- 
буется создание временного массива памяти для запоминания ком- 
плексных данных объема 2X 1782 Хх 1782 (который в начале может 
содержать 2х 1008 х 1008 входных данных); для первого способа 
необходима только временная одномерная память для запомина- 
ния 3564 слов. 

8.3. Алгоритмы Винограда 
быстрого вычисления преобразования 
Фурье большой длины 

Гнездовые методы построения двумерных БИФ-алгоритмов 
можно использовать, наоборот, для построения алгоритмов вы- 
числения одномерного преобразования Фурье. В настоящем раз- 
деле мы возвращаемся к задаче вычисления одномерного преобра- 
зования Фурье и строим БИФ-алгоритм Винограда для больших 
длин преобразования (большой БИФ-алгоритм Винограда). 

Большой БИФ-алгоритм Винограда представляет собой метод 
эффективного вычисления дискретного преобразования Фурье, 

если длина п преобразования распадается в произведение взаимно
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Переиндексация на входе простых делителей, для которых 
существуют малые БИФ-алгорит- 
мы Винограда. В основу алгори- 
тма заложены четыре самостоя- 
тельные идеи: алгоритм Рейдера 
для простого числа, описанный 
В разд. 3.4, малый алгоритм свер- 
тки Винограда, схема Гуда— 
Томаса индексации для простых 
делителей и гнездовой метод 
Винограда. Большой БИФ-алго- 
ритм Винограда, как видно из 
рис. 8.4, лучше БИФ-алгоритма 

| 
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Переинденсация на выходе 

  

      

        

Ю о Кули—Тьюки по числу умноже- 
2 6 ний, но имеет более сложную 
3 9 структуру. Платой за уменьшение 
4 То Столбцы | 4 у _ $| КТО |, , | изстека |7 числа операций является отсут 
6} 16 10 2) ST [10 ствие малых повторяющихся цик- 
7 9 1 5 I лов; повторяющиеся циклы имеют 

о и большую длину. 
БФ-алгоритм 10 2 В общем случае р 

us | S| Винограда применим для вычи- 
сления преобразования, длина п 

Рис. 8.5. Переиндексация в 12-т0- которого равна — произведению 

чечном алгоритме Винограда. малых простых чисел или произ- 
ведению степеней малых простых 

чисел. Мы рассмотрим только случай двух делителей: n = n'n’. 
Используя алгоритм Гуда— Томаса для простых делителей, пре- 

образуем и-точечное преобразование Фурье в двумерное (п’Х 
xX п')-точечное преобразование Фурье. Для вычисления этого 
двумерного преобразования можно воспользоваться малым П - 

точечным БПФ-алгоритмом Винограда и малым п”-точечным 

БПФ-алгоритмом Винограда, применяя их вдоль соответствующих 
длине измерений. Вместо этого мы воспользуемся описанным 

в предыдущем разделе гнездовым методом Винограда, позволяю- 

щим так сочетать эти два алгоритма, что число умножений 

падает. 
Рассматриваемая нами процедура иллюстрируется приведен- 

ным на рис. 8.5 примером 12-точечного БИФ-алгоритма. На 
рисунке показано преобразование входного 12-компонентного 

вектора данных в двумерную таблицу по алгоритму Гуда— Томаса, 

сводящее задачу к вычислению двумерного преобразования Фурье. 

За этим следует преобразование полученной двумерной таблицы 

в новый одномерный массив, формируемый как стек столбцов. 

(Все эти манипуляции можно проделывать с индексами; совсем не 

обязательно физически переупорядочивать данные.)
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Формирование 12-точечной матрицы преобразования Фурье 
в виде кронекеровского произведения матриц-составляющих 3- 
точечного и 4-точечного преобразований Фурье показано нарис. 8.6. 

Пусть л=п’И” и М” и W" обозначают соответственно матрицы 
п’-точечного и П”-точечного преобразований Фурье, так что \”’ = 
= Wv'u V’ = W’V’. Двумерное (и’Х п”)-преобразование Фурье 
двумерного сигнала 9;:” получается применением \!” к каждому 
столбцу сигнала, а затем применением \/” к каждой строке. Если 
двумерный (п’Х п”) сигнал 9:’» был получен описанным пере- 
упорядочиванием компонент из одномерного, то надо выполнить 
обратную перестановку, считывая двумерный результат по столб- 
цам. 

Если под у и У понимать соответственно входной и выходной 
векторы, компоненты которых переставлены описанным образом, 
то в терминах кронекеровского произведения преобразование запи- 
сывается равенством V = (W” X W’) v. Ho W’ = СВ’А’ и 
\!” = С”В”А”, где элементами матриц А’, A’, С’и С” являются 
только нули и единицы, а матрицы В’и В” являются диагональ- 
ными. Так же, как в предыдущем разделе, получаем 

W = (C’B’A’) x (C’B’A’) =(C” x C’) (B” x B’) (A” x A’) = CBA, 

где кронекеровские произведения С = С" Х С иА=А" ХА 
представляют собой матрицы, состоящие только из нулей и еди- 
ниц, а кронекеровское произведение В = В” Хх В’ является диа- 
гональной матрицей. Следовательно, мы построили алгоритм 
п’п”-точечного преобразования Фурье в форме БИФ-алгоритма 
Винограда: У = СВАу. 

При построении алгоритма мы предполагали, что компоненты 
векторов У и \ переупорядочены необходимым образом. Но коль 
скоро алгоритм в данной форме уже построен, то выполняя три- 
виальную перестановку столбцов матрицы А, можно работать с 
естественным пбрядком компонент вектора У, а переставляя строки 
матрицы С, — с естественным порядком компонент вектора У. 

Обозначим через М (п’) и М (п") размеры матриц В’ и В" 

соответственно. Эти числа равны числу умножений соответственно 

в п’-точечном БИФ-алгоритме и в и”-точечном БИФ-алгоритме 

с учетом тривиальных умножений на единицу. Гогда число умно- 

жений, необходимых для выполнения п’п”-точечного БИФ-алго- 

ритма Винограда, включая и умножения на единицу, равно 

М (п) = М ("’)М (т). Это происходит потому, что матрица 
В”х В’ снова является диагональной, а размер ее равен 
М (п) М (№). 

На рис. 8.7 приведен перечень малых БИФ-алгоритмов Вино- 

града, из которых можно строить большие БПФ-алгоритмы Вино- 

Града, а на рис. 8.8 выписаны характеристики больших БИФ- 

алгоритмов Винограда. На рис. 8.9 дается пример 1008-точечного
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Рис. 8.6. Сведение 12-точечного преобразования Фурье к кронекеровскому про- 
изведению.
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Вход во . Выход в 
временной частотной 
области области 

п точек 
п точек 

Набор Набор 
wm) CYMMU— сумми- 

рований рований 

Мальш БПФ-алгоритм Винограда 

Меню Сложность 

А В с р Е Е Умножения Сложения 

n=2 О (2) 2 

n=3 2 (3) 6 

n=4 0 (4) 8 

n=S 5 (6) 17 
п=7 8 (9) 36 

_ 2 (8) 26 

| о iO”) 44 
n=11 20 (21) 84 

n=13 20 (21) 94 

п= 16 10 (18) 74. 

Рис. 8.7. Набор малых преобразований Винограда. 

Число Число 
вещественных Число нетри- 
умножении вещест- — виальных | Число . 

венных множений Длина п__ Полное НЕТривиать- слощений* на точку® на точь 
15 18 17 81 1.13 5.4 

21 27 26 150 1.24 7.14 

30 36 34 192 1.13 6.40 

35 54 53 333 1.51 9.51 

48 54 46 318 0.96 6.62 

63 99 98 704 1.56 11.17 

80 94 86 676 1.07 8.45 

120 144 138 1038 1.15 8.65 

168 216 210 1746 1.25 10.39 

240 324 316 2508 1.32 10.45 

420 648 644 5676 1.53 13.51 

504 792 786 7270 1.56 14.42 

840 1296 1290 12402 1.54 14.76 

1008 1782 1774 17334 1.76 17.20 

2520 4752 4746 49814 1.88 19.77 
  

* При комплексном входе удвоить 

Рис. 8.8. Характеристики больших БПФ-алгоритмов Винограда.
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Временные Малый БПФ- Малый БПФ- Малый БПФ- Частотные 
выборки алгоритм алгоритм алгорит выборки 

винограда Винограда Bunoepada 

ава [< У] [<] м] 
7 точек 9 точек 16 точек 

Гиездовой метод 
Винограда 

  

      

    

                  

Рис. 8.9. Структура большого 1008-точечного БПФ-алгоритма Винограда. 

    

  
                

Временные Мальш ПФ Mansi é БПФ- Малый БПФ- Частотные 
выборки _ винограда Bunoepada Bunozpada__ “ANY 

[<] у] [©] ++ < М ©] + fe] & [e} 
7точек 9 точек 16 точек 

Гнездовой метод 
Винограда 

  

    
  

    

  

                          
  № точек 

63 точки 

Рис. 8.10. Структура другого 1008-точечного преобразования. 

преобразования. Этот БИФ-алгоритм содержит 3564 вещественных 
умножений, которое получено как произведение чисел необходи- 
мых умножений в 7-, 8- и 1!6-точечных БИФ-алгоритмах Вино- 
града, удвоенное для комплексного входа. 

Более регулярный БПФ-алгоритм с разбиением данных на 
менышие блоки приведен на рис. 8.10. В этом алгоритме сочета- 
ются только 7-точечное и 9-точечное преобразования. 1008-точеч- 
ное преобразование вычисляется затем как двумерное (63х 16}- 
преобразование Фурье. Каждая составляющая вычисляется БИФ- 
алгоритмом Винограда. Полное число вещественных умноже- 
ний равно 4396 = 2 (16М (63) + 63М (16)).
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8.4. Алгоритм Джонсона— Барраса 
быстрого преобразования Фурье 

Мы рассмотрели два способа сочетания малых БПФ-алгорит- 
мов Винограда, а именно, гнездовую схему Гуда— Томаса для вза- 
имно простых делителей и гнездовой метод Винограда. БИФ-ал- 
горитмы Джонсона—Барраса представляют собой целое семей- 
ство гнездовых алгоритмов, включающее в себя методы Гуда— 
Томаса и Винограда в качестве двух экстремальных случаев. 
Идея БПФ-алгоритма Джонсона—Барраса состоит в модерниза- 
ции использования кронекеровского произведения для переупоря- 
дочивания последовательности вычислений. Это позволяет умень- 
шить число необходимых умножений, сохраняя малым число не- 
обходимых сложений. Кроме того, архитектура алгоритма позво- 
ляет улучшить структурирование и управление потоком данных. 

Мы рассмотрим только случай, когда длина п преобразования 
распадается в произведение двух взаимно простых множителей п’' 
и п”. Можно, конечно, применить тот же метод и к большему числу 
делителей, но тогда число конструктивных возможностей стано- 
вится необозримым. Например, если п разлагается в произведение 
четырех множителей, то из одних и тех же малых БИФ-алгорит- 
мов Винограда можно построить больше чем 10 различных 
БПФ-алгоритмов Джонсона—Барраса. Чтобы все их проанализи- 
ровать, необходима специальная процедура поиска типа динами- 
ческого программирования. 

Предположим, что п-точечный входной вектор преобразуется 
в двумерную (п’Х и”)-таблицу У с помощью отображения на рас- 
ширенную диагональ. Согласно алгоритму Гуда—Томаса для вы- 
числения одномерного преобразования Фурье исходного вектора 
данных можно сначала вычислить п’-точечное преобразование 
Фурье каждого столбца таблицы, а затем п”-точечное преобразова- 
ние Фурье каждой строки. Это можно записать в виде V = \М"\ У. 
Такая запись не является общепринятой, так как у представляет 
собой двумерную таблицу. Под \”У понимается умножение каж- 
дого столбца таблицы у по одному разу на матрицу \”, а под W"v 
понимается умножение каждой строки таблицы у по одному 
разу на матрицу У”. Для большей строгости надо было бы ввести 
дополнительные обозначения для отделения матриц, действующих 
на столбцы, от матриц, действующих на строки; но мы предпочи- 
таем для указания этой информации пользоваться штрихом и 
двумя штрихами. 

Так как безразлично, вычисляются ли первыми преобразова- 
ния по строкам или преобразования по столбцам, то можно также 
Записать У = \’\”У. Это объясняется тем, что операции по 
строкам коммутируют с операциями по столбцам, так как такая 

запись означает просто изменение порядка суммирования. Пред-
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положим теперь, что имеются малые БПФ-алгоритмы Винограда 
с М’ = СВ’А’ и \”" = СВ”А”. Тогда 

У = (С”В"А") (С^В’А’) у = (С’В’А’) (С”В”А") у. 

Две матрицы с одним и тем же количеством штрихов не коммути- 
руют. Однако, как мы видели при исследовании гнездового метода 
Винограда, матрицы с различным количеством штрихов коммути- 
руют. Для формального доказательства можно обратиться к тео- 
реме о кронекеровском произведении матриц. На самом деле, это 
опять не более чем изменение порядка суммирования. Таким об- 
разом, можно записать равенство 

V — C’C”’B’B’ A’ A’y, 

которое представляет собой большой БПФ-алгоритм Винограда. 
Его можно записать также в виде 

У — С’ B/C’ B’” A’ A’v. 

Для построения БПФ-алгоритма Джонсона-—Барраса необхо- 
дима еще одна хитрость. Прежде чем менять порядок следования 
матриц суммирования, разложим их в виде произведений: 

W’ = (G'H’) B’ (E'F), W” = (G"H”") B” (E’F’), 

где С’ = С’Н’ и так далее. Тогда мы получаем произведение 

V = G’H’B’E’F'G'H'B’E’F’y, 

которое можно переупорядочить следующим образом: 

У = (С’С”Н”Н’) (В’В”) (ЕГЕ”Е'Р”) у. 

В этой форме записи обе диагональные матрицы В’и В” собраны 

вместе и даже заключены в скобки, чтобы подчеркнуть этот факт. 

Эти идеи хорошо иллюстрируются 35-точечным преобразова- 

нием Фурье. На рис. 8.11 выписаны 5-точечный и 7-точечный 

БПФ-алгоритмы Винограда, каждый из которых состоит из пяти 

этапов вычислений. Имеется множество способов сочетания их 

в 35-точечный алгоритм БИФ, наиболее интересные три из кото- 

рых указаны на рисунке. Два из них соответствуют гнездовому 

методу Гуда—Томаса и гнездовому методу Винограда. Гнездовой 

метод Гуда—Томаса приводит к меньшему числу сложении, а 

гнездовой метод Винограда — к меньшему числу умножении. На- 

добности выбирать между этими альтернативами, однако, не воЗ- 

никает, так как имеется гнездовой алгоритм Джонсона—Барраса, 

который содержит столько же умножений, сколько алгоритм 

Винограда, и число сложений, близкое к числу сложении в ал 

горитме Гуда—Томаса, и, следовательно, ему надо отдать предпо- 

чтение.
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Использование БИФчалгоритма Джонсона—Барраса не при- 
водит к каким-либо осложнениям. Все новое, что он привносит, 
сводится к разбиению сложений на отдельные пакеты, которые 
можно реализовать в виде отдельных подпрограмм и затем обра- 
щаться к ним, вызывая их в нужной последовательности. В про- 
цессе вычислений мы постоянно переходим от сложений по строкам 
к сложениям по столбцам и обратно. 

8.5. Алгоритмы разложения 

Малый БПФ-алгоритм Винограда сводит задачу вычисления 
одномерного преобразования Фурье к задаче вычисления одномер- 
ной циклической свертки, используя для этого алгоритм Рей- 
дера. Теперь мы воспользуемся этой же процедурой для много- 
мерных преобразований. В общем случае вычисление преобразова- 
ния разлагается в вычисление нескольких циклических сверток. 
Число точек преобразования по каждой из осей многомерного 
преобразования должно быть равно простому числу или степени 
простого числа, хотя и не обязательно одной и той же для раз- 
личных измерений. Сначала, используя вдоль каждой из осей ал- 
горитм Рейдера или его обобщение, сведем многомерное преобразо- 
вание Фурье к многомерной свертке. Теперь применим алгоритм 
быстрого- вычисления многомерной свертки. Для того случая, 
когда число точек преобразования вдоль всех осей одно и то же, 

в разд. 8.7 будет описан алгоритм с лучшими характеристиками, 
которому и следует отдать предпочтение. Поэтому алгоритмы 

разложения представляют интерес в первую очередь для тех 

случаев, когда соответствующие различным осям числа точек пре- 

образования различны. 
Идея сводится к простому обобщению процедуры для одномер- 

ного случая. Начнем с двумерного (п’Х п”)-преобразования Фурье 
для взаимно простых п’и п", возможно, различных: 

n’—t n’—l k’ — 0, ...) n’ _ 1, 

у , „» — at ’R’ i” Ray , ” Е’, Е р 2 и i’, t” pb’ -0,..., n” — 1. 

Для того чтобы воспользоваться алгоритмом Рейдера, надо ис- 

ключить нуль из показателя степени. Для этого по аналогии с 

алгоритмом Рейдера разобъем уравнения на четыре группы: 

n’—t м” 

| = » У, Oi", i”s 
i"=0 i”=0 
n”’—] п’—1 

Ус, о — » (ИР — 1) У) Ut’, i” Rk" = 1, oo ey п” — I, 

i7—1\ i’=0 

  Vo.k
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— 
  

n’—I 7 J 

Ук, о — Ус, о — » (apie a 1) >) Ui", t"» | |, р. .у п’ — l, 
Г t”=0 t’=] 

n’—I n’—] 

Ук. — Vero — Vow +Vo.0 = 2 Bi (ot —1) (He — Dow, 
k’ —1,..., n’—1, Е" —=1,..., n” — }. 

Сделав такое разбиение и применив перестановку, даваемую алго- 
ритмом Рейдера, мы сводим задачу к вычислению (п’ — 1)-точеч- 
ной свертки, (п” — Г)-точечной свертки и (п’ — 1) X (n” — 1 - 
точечной двумерной свертки. Для вычисления обеих одномерных 
сверток можно воспользоваться построенными в гл. 3 алгоритмами 
Винограда. Согласно теоремам 4.6.1 и 4.6.2, все умножения в этих 
алгоритмах являются умножениями только на вещественные или 
только на мнимые константы, и, следовательно, требуют в случае 
вещественного входа только по одному вещественному умножению. 

Для вычисления двумерной свертки можно воспользоваться 
любым хорошим методом. Одним из них является описанное в гл. 7 
полиномиальное преобразование. Алгоритм двумерной ((п’ — 1) Хх 
x (n” — !))-точечной свертки можно также строить гнездовым ме- 
тодом, используя подходящие двумерные циклические свертки 
меньших объемов или даже малые алгоритмы одномерных цикли- 
ческих сверток. Например, задачу вычисления двумерной (4 xX 
х 12)-свертки можно преобразовать, используя по второй оси 
алгоритм Агарвала—Кули, в задачу вычисления трехмерной цик- 
лической (4ж4х 3)-свертки. Для решения последней задачи можно 
воспользоваться гнездовым методом сочетания алгоритма вычисле- 
ния двумерной циклической (4х 4)-свертки с алгоритмом 3-точеч- 
ной циклической свертки. 

Если для вычисления двумерного преобразования Фурье ис- 
пользуется алгоритм двумерной циклической свертки, то во всех 
умножениях один из множителей всегда оказывается либо чисто 
вещественным числом, либо чисто мнимым числом. Частный слу- 
чай этого утверждения дается следующей теоремой, представляю- 
щей собой аналог теоремы 4.6.1. 

Теорема 8.5.1. Пусть р — нечетное простое число и g (x, у) — 
многочлен Рейдера от двух переменных степени р — 1 по каждой 
из них. Пусть О (х) и 0’ (х) — круговые многочлены, делящие хР — 
— 1. Тогда по модулю © (х) и по модулю @’ (у) коэффициенты мно- 
гочлена 5 (х, и) представляют собой либо чисто вещественные 
числа, либо чисто мнимые числа. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 4.6.1. || 
Можно доказать более общую теорему для случая, когда числа 

точек преобразования по обеим осям равны (не обязательно одина- 
ковым) простым числам или степеням простых чисел.
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Число вещественных 

  

Размер умножений Число Нетривиальных — Сложений 
массива вещественных Умноженнй на на точку 
nxn сложений точку на выходе на выходе 

общее нетривнальных 

  

5X5 33 32 230 1.28 9.20 
7х1 69 68 650 1.39 13.26 
9х9 109 108 908 1.33 11.2) 
7X9 87 86 712 1.36 11.30 
5х 13 114 113 917 1.74 14.10 

  

Для комплексных входных данных все цифры Удваиваются 

  

Рис. 8.12. Характеристики некоторых алгоритмов разложения Нуссбаумера— 
Квенделла. 

  

  

        

Характеристики некоторых по- 
6х! | строенных таким способом двумерных 

алгоритмов выписаны на рис. 8.12. 
| Если сравнить эти характеристики с 

1 6x 6 приведенными на рис. 8.18 характери- 
x Циклическая |7 CTHKaMH, то можно увидеть, что для 
6 свертка (р Хх р)-точечных БГ 1Ф-алгоритмов дан- 

ный способ проигрывает приведенному 
на рис. 8.18. 

В качестве примера рассмотрим 
<7 двумерное (7Х 7)-точечное преобразова- 

Рис. 8.13. Разбиение ПИ Фурье. Как показано на рис. 8.13, 
оно распадается в вычисление двух 
6-точечных циклических сверток и одной 

двумерной (6х 6)-точечной циклической свертки. Для вычисления 

каждой б-точечной циклической свертки необходимо восемь ве- 

щественных умножений. Алгоритм вычисления двумерной (6хХ6)- 

свертки можно строить гнездовым методом, сочетая алгоритм 

циклической (2х2)-свертки с алгоритмом циклической (3X 3)- 

свертки, данным на рис. 7.9. Для такого вычисления необходимо 

52 умножения, так что в общей сложности получаем 68 умножений. 

Еще одно, тривиальное, умножение (на 1} нужно для того, чтобы 

представить в том же виде вычисление компоненты У,о; это суще- 

ственно при использовании данного (7х7)-БПФ-алгоритма в ка- 

честве составляющей в гнездовом методе построения больших 

БП Ф-алгоритмов. 
Подсчет числа сложений несколько более громоздок, и резуль- 

тат зависит от того, насколько удачно организованы уравнения. 

Сначала рассмотрим уравнения в том виде, как они были выписаны 

выше. Тогда вычисления состоят из некоторых предсложений, 

. предшествующих обращению к двум б-точечным циклическим сверт- 

кам и одной (6Ж6)-точечной двумерной циклической свертке, и 

(7Х 7)-преобразования Фурье.
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следующих за этим постсложений. Некоторые предсложения и 
постсложения входят также и в алгоритмы сверток. Полное число 
сложений тогда вычисляется так: 

Предсложения 84 
Две б-точечные циклические свертки 68 
Циклическая (6жб)-свертка 424 
Постсложения 84 

660 

Однако мы знаем, что если собрать вместе все предсложения, 
включая и те, которые входят в алгоритмы сверток, то возможно 
уменьшение числа сложений. Аналогичного уменьшения числа сло- 
жений можно добиться, собирая вместе все постсложения. Мы не 
можем сделать это в достаточно общем виде, поскольку нет ника- 
кой общей теории минимизации числа сложений и, что еще важнее, 
поскольку это не позволяет построить алгоритм, хорошо распада- 
ющийся на мелкие подпрограммы так, как рассматриваемый ал- 
горитм. Тем не менее кое-что можно сделать. б-точечные цикличе- 
ские свертки можно скомбинировать с некоторыми предсложе- 
ниями и постсложениями так, чтобы сформировать 7-точечные 
преобразования Фурье. Это не меняет числа необходимых умно- 
жений. Вычисления в так организованном алгоритме будут со- 
стоять из некоторых предсложений, одного 7-точечного преобразо- 
вания Фурье, одной 6б-точечной циклической свертки, одной дву- 
мерной (6х 6)-свертки и некоторых постсложений. Полное число 
сложений уменьшается следующим образом: 

Предсложения 78 
7-точечное БПФ 36 
6-точечная циклическая свертка 34 
Циклическая (6х б)-свертка 424 
Постсложения 78 

650 
Это, конечно, небольшое улучшение. 

В качестве второго примера рассмотрим двумерное (5х 13)- 
преобразование Фурье. Как показано на рис. 8.14, разобъем его 
на 4-точечную циклическую свертку, 1{2-точечную циклическую 
свертку и двумерную циклическую (4Х 12)-свертку. Для вычисле- 
ния двумерной циклической (4х 12)-свертки преобразуем ее в трех- 
мерную циклическую (4х4 Ж3)-свертку и воспользуемся гнездо- 
вым алгоритмом, сочетающим алгоритм циклической (4жЖ4)е 

свертки с алгоритмом 3-точечной циклической свертки; этот алго- 
ритм содержит 88 вещественных умножений и 608 вещественных 
сложений. Присоединяя 4-точечную циклическую свертку и 12- 
точечную циклическую свертку (20 вещественных умножений и 100 
вещественных сложений) и учитывая одно связанное с компонен-
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12-точечная циклическая сеертка 
  

      
Циклическая 

4x 12)- свертка 
4- точечная ( P 5 
циклическая —-»e 
сеертка 

  

  
  — 12 — 

Рис. 8.14. Разбиение (5Х 13)-преобразования Фурье. 

той У,„ тривиальное умножение, получаем (5Х 13)-БПФ-алгоритм, 
содержащий 114 вещественных умножений и 939 вещественных 
сложений. 

(5х 13)-БПФ-алгоритм с несколько лучшими характеристиками 
получается, если подпрограмму 13-точечного БИФ с 20 нетри- 
виальными вещественными умножениями и 94 вещественными 
сложениями использовать вместо 12-точечной циклической свертки; 
тогда число вещественных умножений равно 114, а число необхо- 
димых вещественных сложений равно 917. 

Описанный метод пригоден и в том случае, когда числа точек 
по осям равны степеням простых чисел. Разбиения множеств ин- 
дексов на подмножества даются теперь более сложными правилами. 
Например, рассмотрим задачу вычисления двумерного (7Х9)- 
преобразования Фурье. Так как число 9 не является простым, то 
для построения алгоритма нужен более общий, чем рассмотренный 
выше, метод. Напомним, что обобщая в гл. 4 алгоритм Рейдера 
на случай вычисления 9-точечной свертки, мы выбросили все 
не взаимно простые с 9 индексы и свели задачу к вычислению 
б-точечной циклической свертки и двух 2-точечных циклических 

сверток. Поступая так же и 
теперь, мы получаем двумер- 

9- точечное БЛФ ную циклическую (6X 6)-cBepT- 
ку и две двумерные цикличес- 
кие (2Ж6)-свертки. Таким об- 

  — ыы 
  

  

разом, как показано Ha 
6 рис. 8.15, двумерный (7 X9)- 
x 6 x 6 7 БПФ-алгоритм строится из 
1 двумерной циклической (6 жб)- 

свертки, двух двумерных цик- 
лических (6х2)-сверток, 9-то- 

| > чечного БПФ-алгоритма и 6-то- 
вби) чечной циклической свертки. 

В общей сложности такой 

Рис. 8.15. Разбиение (7Х9)-преобра- аАЛГоритм требует 52+ 2х 
зования Фурье. р x16 + 10 {- 8 = 102 умноже- 
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х+х+1 2 
x” -x+ J 

  

  

  

  

х-1 х+] 

0 0 ‘ 6 2 
(3) (3) 6 yorty+i 

0 0 3 _ 
ay | a 3 У! 

0 0 3 3 1 
го) у * 

‘ 0 0 
(3) (3) 6 У -у+1             

Рис. 8.16. Разбиение двумерной (6х 6)-свертки. 

ний, но это число можно уменьшить, если более тщательно струк- 
турировать алгоритм. Мы не учли того факта, что б-точечная сверт- 
ка, получающаяся при преобразовании 9-точечного преобразова- 
ния Фурье по алгоритму Рейдера, приводит к нескольким умноже- 
ниям на нуль. Эти умножения, описываемые ‚теоремой 4.6.2, 
можно не учитывать. 

(6х 6)-свертка возникает из двумерного аналога обобщенного 
алгоритма Рейдера. Для двумерного (7 Х9)-преобразования Фурье 
многочлен Рейдера от двух переменных равен 

в | 0х | "ви | 
где © — первообразный корень степени шесть из единицы, а p — 
первообразный корень степени девять из единицы. 

Для построения алгоритма циклической (6 жб)-свертки запи- 
шем 

= ех+С-С-@-—х+1, 

= РУ -ПоУ-У+у, 
ч вычислим вычеты многочлена © (х, у) по модулям, равным этим 
делителям. Как показано на рис. 8.16, эти вычисления можно раз- 
бить на 16 фрагментов. Согласно теореме 4.6.2, фрагменты, свя- 
занные с модулями (у — 1) и (и + 1), приводят к равным нулю 
вычетам, и, следовательно, могут быть выброшены. В квадратах 
на рис. 8.16 указаны числа умножений, необходимых при вычис- 
Лении каждого фрагмента, причем в скобках приведено число ум- 
ножений, необходимое в случае, когда вычет не равен нулю. От- 
сюда видно, что для вычисления циклической (6х 6)-свертки тре- 
буется только 36 умножений, так что полное число умножений 
В алгоритме (7 Х9)-точечного БИФ равно 86.
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8.6. Улучшенный алгоритм Винограда 
быстрого преобразования Фурье 

Коль скоро задача вычисления одномерного преобразования 
Фурье с помощью алгоритма Гуда—Томаса сведена к задаче вы- 
числения многомерного преобразования Фурье, то дальше можно 
ее решать сведением к многомерной свертке. Такой путь вычисле- 
ния одномерного преобразования Фурье очень похож на большой 
БПФ-алгоритм Винограда, но с одним отличием. Напомним, что 
большой БИФ-алгоритм Винограда комбинирует два или больше 
малых БПИФ-алгоритмов, но не меняет их структуру. Однако 
каждый из малых алгоритмов строится на основании быстрого 
алгоритма свертки, так что можно ожидать, что в большой задаче 
содержится многомерная свертка. Большой БИФ-алгоритм Вино- 
града не пытается извлечь из многомерной свертки никакой пользы 
и он в конечном счете вычисляет ее, сочетая гнездовым способом 
два одномерных алгоритма. Если многомерная свертка достаточно 
велика, то характеристики можно улучшить, применяя для вы- 
числения этой свертки более сильные алгоритмы. Характеристики 
п’п”-точечного улучшенного БИФ-алгоритма Винограда лучше, 
чем характеристики большого п’и”-точечного БИФ-алгоритма Ви- 
кограда, если Ф (й’) и ф (п”) имеют обший делитель, равный по 
менылей мере четырем. Характеристики для некоторых таких 
алгоритмов приведены ва рис. 8.17. 

В основе улучшенного алгоритма лежит сочетание трех идей: 
сведение одномерного преобразования Фурье к многомерному 
с помощью алгоритма Гуда-—Томаса, многомерный аналог алго- 
ритма Рейдера и использование полиномиального преобразова- 
ния для вычисления многомерной свертки Рейдера. Первая из 
этих идей относится только к индексации данных. Сочетание вто- 
рой идеи с третьей уже рассматривалось в предыдущем разделе 
при построении алгоритмов разложения. Для построения улуч- 
шенного алгоритма надо модифицировать один из двумерных ал- 
горитмов, используя перестановку столбцов матрицы предсложе- 
ний и перестановку строк матрицы постсложений. 

Рассмотрим сначала 15-точечное преобразование Фурье. Его 
можно трансформировать в двумерное (3Х 5)-точечное преобразова- 
ние Фурье. Используя далее алгоритм Рейдера вдоль каждой оси, 
выделим двумерную циклическую (2х 4)-свертку, записываемую 
в виде 

s(x, y) = g(x, y) d(x, y) (mod x*— 1) (mod y* — 1). 

Эта свертка так коротка, что наилучшим способом ее вычисления 
является гнездовое сочетание одномерных алгоритмов свертки. 
Для п = 15 улучшенный БИФ-алгоритм не лучше большого БИФ-
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Чнсло вещественных 

  

  

умноженнй Чнсло Нетривиальных Сложений 
Длина вещественных — умножений на на точку 

общее — нетривнальных сложеннй точку на выходе на выходе 

15* 18 17 103 1.18 6.87 

21* 27 26 184 1.24 8.76 
35* 54 53 41] 1.51 11.74 
63 86 85 712 1.37 11.30 
65 114 113 917 1.74 14.10 

91 159 158 1560 1.75 17.14 

  

Для комплексных входных данных все цифры удванваются. Для длин, помеченных звез- 
дочкой, чнсло умножений совпадает с таковым для большого БПФ-алгорнтма Винограда. 
  

Рис. 8.17. Характеристики улучшенного быстрого алгоритма преобразования 
Фурье. 

алгоритма Винограда, а на самом деле даже хуже, так как содер- 
жит больше сложений. 

Теперь рассмотрим 63-точечное преобразование Фурье. Боль- 
шой БИФ-алгоритм Винограда содержит в этом случае 98 нетри- 
виальных вещественных умножений и 704 вещественных сложений. 
Рассмотрим улучшенный БПФ-алгоритм, начинающийся сведением 
63-точечного преобразования Фурье к двумерному (7 Х 9)-преобра- 
зованию Фурье, для вычисления которого используется показан- 
ная на рис. 8.15 структура. Такой алгоритм содержит 85 нетри- 
виальных вещественных умножений и 712 вещественных сло- 
жений. 

8.7. Перестановочный алгоритм 
Нуссбаумера—Квенделла 

В предыдущей главе, записав многомерную свертку в виде сверт- 
ки многочленов, мы смогли воспользоваться полиномиальным пред- 
ставлением расширений полей для построения алгоритмов много- 
мерных сверток. Теперь мы воспользуемся полиномиальным пред- 
ставлением расширений полей для того, чтобы построить алго- 
ритмы вычисления многомерных преобразований Фурье. Одним 
из применений многомерных преобразований Фурье является, 
конечно, вычисление многомерных сверток, так что фактически мы 
построим другой способ вычисления многомерных сверток. 

Еще раз нам удается построить хорошие алгоритмы для од- 
ного класса задач, сведя этот класс к другому классу задач, для 
которого решение уже имеется. Такой подход может показаться 
Чрезвычайно искусственным, Так как сначала мы ввели полино- 
миальное преобразование как одну из форм записи преобразова- 
ния Фурье, а затем отказались от этой точки зрения. Теперь мы
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опять переворачиваем всю постановку задачи и используем поли- 
номиальное преобразование для вычисления преобразования 
Фурье, хотя и не того самого, которое первоначально привело 
нас к определению полиномиального преобразования. 

Перестановочный алгоритм Нуссбаумера — Квенделла прелд- 
ставляет собой алгоритм многомерного быстрого преобразования 
Фурье. Он строится сведением многомерного преобразования к вы- 
числению некоторого количества одномерных преобразований 
Фурье, что и отличает его от рассмотренных в разд. 8.5 алгоритмов 
разложения, в которых многомерное преобразование Фурье сво- 
дится к вычислению нескольких многомерных сверток. БПФ-ал- 
горитм Нуссбаумера — Квенделла имеет лучшие характеристики, 
но применим только тогда, когда многомерное преобразование име- 
ет одинаковую длину по всем измерениям или когда все длины 
имеют общий множитель, так что можно применить китайскую 
теорему об остатках. В настоящем разделе рассматривается БИФ- 
алгоритм Нуссбаумера — Квенделла; характеристики этого алго- 
ритма для двумерного случая приведены на рис. 8.18, а для трех- 
мерного случая — на рис. 8.19. 

Алгоритм Нуссбаумера — Квенделла является алгоритмом 
вычисления многомерного преобразования Фурье в случае, когда 
число точек во всех измерениях равно одному и тому же числу п, 
которое либо просто, либо равно степени простого числа. Кон- 
струкции различны для трех случаев: п — простое число; ий равно 
степени нечетного простого числа; п равно степени двойки, п = 
— 9т. Гнездовой метод позволяет из этих алгоритмов строить 
большие многомерные преобразования точно таким же образом, 
как это делается в случае одномерного преобразования Фурье. 
Например, для построения (63х 63)-преобразования Фурье сна- 
чала оно отображается в четырехмерное ((7х9) х (7Ж9))-преоб- 
разование, которое затем рассматривается как ((7х7) х (9х9))- 
преобразование, для вычисления которого используется гнездовой 
метод сочетания (7х 7)-алгоритма с (9Х9)-алгоритмом. Это приво- 
дит к 49-кратному применению двумерного (9 X 9)-npeoOpa3soBa- 
ния Фурье к 49 подтаблицам данных, за которым следует 81-крат- 
ное применение двумерного (7х7)-преобразования Фурье к 81 
подтаблицам данных. Все алгоритмы могут быть приведены в стан- 
дартную форму в виде матрицы предсложений при условии, что 
каждая из (7Х7)-подтаблиц сформирована как 49-компонентный 
вектор и каждая из (9 Х9)-подтаблиц, сформирована как 81-компо- 
нентный вектор. (Все описанные манипуляции с входной (63 х 63)- 
таблицей относятся только к индексам. Они не содержат арифме- 
тических вычислений и не требуют никакой физической переста- 
новки данных.) Далее, так же как и для одномерного случая, можно 

использовать теорему о кронекеровском произведении матриц для 
приведения вычислений к стандартному виду, выделяя все пред-
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———ee 

Чнсло вещественных 

  

  

Размер умножений Число Нетривиальных Сложеннй 
массива вещественных умножений на на точку 

общее нетривиальных сложеннй точку на выходе на выходе 

2X2 4 0 8 0 2 
3X3 9 8 36 0.89 4 
4x 4 {6 0 64 0 4 
5x5 31 30 221 1.20 8. 84 
TX 7 65 64 635 1.3) 12.96 
8x 8 64 24 408 0.375 6 37 
9x9 {05 104 785 1.28 9. 69 

{6x 16 304 216 2264 0.84 8 85 
  

Для комплексных входных данных все цифры удваиваются 
  

  

Рис. 8-18. Характеристики БИПФ-алгоритмов Нуссбаумера—Квенделла. 

  
Число вещественных 

  

  

Размер умножений Число Нетривиальных Сложений 
масснва вещественных умножений на на точку 
nxnxn нетри- сложеннй точку на выходе на выходе 

общее внальных 

2ж2х2 8 0 24 0.00 3.0 
3x3x3 27 26 162 0.96 6.0 
4x 4x 4 64 0 384 0.00 6.0 
5x 5x5 156 155 1 686 1.24 {3.5 
7X 7X7 457 456 6 767 1.33 19.7 
8х 8х 8 512 224 4 832 0.44 9.4 
9х 9х9 963 962 10 383 1.32 14.2 
16X 1616 4992 3808 52 960 0.93 {2.9 

  

Для комплексного входа все цифры удваивапются 
  

Рис. 8.19. Характеристики трехмерных БПФ-алгоритмов Нуссбаумера— Квен- 
делла. 

сложения перед всеми умножениями и все умножения перед всеми 
постсложениями. Такой гнездовой метод построения алгоритма 
вычисления (п’п” х п’п”)-преобразования Фурье содержит 

M (n'n" х тп) = Мтихп) М в’хт) 

умножений. Число тривиальных умножений описывается равен- 
ством такого же типа; число сложений в алгоритме равно 

А (п’п” Хх п’п”) = (п А ("хо + Ми’хтАци хм). 

Вывод этих формул полностью совпадает с рассуждениями, про- 
ведеными в случае одномерного преобразования Фурье. Характе- 
ристики гнездовых БПФ-алгоритмов Нуссбаумера—Квенделла 
приведены на рис. 8.20.
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Число вещественных Число 

  

  

Размер умноженнй веществен- Нетривиальных  Сложений 
масснва ных сло- умножений на на точку 

общее arene жений точку на выходе Ha выходе 

12 12 144 128 1 152 0.89 8.00 
15 15 279 278 2 889 1.24 12.84 
21 2] 585 584 7 499 1.32 16.96 
30. 30 1 116 1 112 13 356 1.24 14.84 
35 35 2015 2 014 30 240 1.64 24.90 
48 48 2 736 2 648 29 592 1.15 12.84 
63 63 6 825 6 824 102 460 1.72 25.81 
80 80 9 424 9 336 123 784 1.46 19.34 

120 120 17 856 17 816 276 696 1.24 19.21 
168 168 37 440 37 400 658 584 1.32 23.33 
240 240 84 816 84 728 1 344 456 1.47 23.34 
420 420 290 160 290 144 5 765 760 "1.65 32.69 
504 504 436 800 436 760 8 176 792 1.72 32.19 
840 840 1160 640 1 160 600 24 738 840 1.64 35.06 

1008 1008 2074800 2074712 40 133 656 2.04 39.50 
2520 2520 13540800 13 540 760 298 481 560 2.13 47.00 

  

Для комплексных данных все цифры удваиваются 
  

Рис, 8.20. Характеристики некоторых гнездовых БПФ-алгоритмов. 

Изучаемые в настоящем разделе алгоритмы строятся сведением 
двумерного (р Хх р)-преобразования Фурье к вычислению (р -{ 1) 
одномерных р-точечных преобразований Фурье для случая, когда 
число р простое. Для иллюстрации структуры, с которой мы будем 
работать, рассмотрим пример двумерного (3Х 3)-преобразования 
Фурье. Если записать входную и выходную (3Х3)-таблицы по 
столбцам в виде векторов с 9 компонентами, то рассматриваемое 
(3 Ж3)-преобразование запишется в виде 

т J 

  

  

        

Moa) 11 dtd р Г] [00 
Vio То w?}| 1 © wet 1 Ww с" U10 

И.о 1 w wl w ow | 1 ww 02.0 

Vou 11. 1 ооо Ш м fuor 

И,| = 1 о w) wo w 1 w I © Vitl, 

V2; 1 w wl w 1 wlw w 1 из 

Ко? 11 1 оо] ww баз 

И, 2 То и? | 51 WwW re) о 1 ит 

[4 2| 1 w wl w w 1 и I их |222         
где разделение на подматрицы сделано для того, чтобы выявить 
структуру кронекеровского произведения. Кратко это равенство 
записывается в виде У = Му, гдеуи У обозначают выписанные 
выше входной и выходной векторы соответственно, а элементы ма- 
трицы \ равны степеням элемента ®. Нашей целью является по-
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строение разложения \ = СВА, где А и С представляют собой 
соответственно матрицы предсложений и постсложений, а матрица 
В задает набор одномерных преобразований Фурье. В данном при- 
мере матрица В имеет вид 

= 

111 “| 

1 w wow 

1 wiw 
  

6 
Е 

6 
& 

  

  

1 w w?         1 ww   
где незаполненным блокам соответствуют нулевые (3х 3)-матрицы. 

Разложение \/ = СВА замечательно похоже на запись малого 
БПИФ-алгоритма Винограда. Сейчас, однако, мы находимся на 
совершенно ином уровне: стоящая в центре разложения блочно- 
диагональная матрица представляет собой пакет одномерных пре- 
образований Фурье, а не пакет умножений. Коль скоро такое раз- 
ложение уже получено, двумерное (3Х 3)-преобразование Фурье 
вычисляется последовательным выполнением предсложений, за- 
даваемых матрицей А, четырехкратным обращением к 3-точечному 
одномерному БПФ и выполнением постсложений, задаваемых 
матрицей С. Как мы увидим позже, для некоторых одномерных пре- 
образований Фурье надо вычислять не все члены; эта обсуждае- 
мая дальше процедура названа выколотыми БПФ-алгоритмами 
и позволяет еще немного уменьшить вычислительную нагрузку. 

Одномерное преобразование Фурье можно трактовать как про- 

цесс вычисления значений многочлена у (х) в точках oF: 

У» = v (w*), k = 0, eeey hn— l, 

где 
n—l 

v(x) = » u,xt. 

Эта же трактовка применима и к двумерному преобразованию 
Фурье, причем более плодотворным оказалось использование та- 

кого описания только вдоль одного из измерений двумерного пре- 

образования. Запишем (п Х п)-таблицу в виде вектора длины п, 
компонентами которого являются многочлены 

п 1 

vy (xX) = > vy x", i” =0,..., 0-1. 
=
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Определим одномерное преобразование Фурье вектора многочле- 
НОВ равенствами 

п | 

У». (х) = ») о", (х), № =0,..., ВП 1. 
i”=0 

Тогда двумерное преобразование Фурье запишется в виде 

К =0,..., п 1, 

К" =0,..., п 1. 

В этом определении оси двумерного преобразования Фурье не- 
равноправны и играют разную роль. 

Теперь у нас уже все готово для того, чтобы, используя 
некоторую разумную технику перестановок, начать переход от 
преобразования Фурье к полиномиальному преобразованию. 
Пусть г обозначает некоторое положительное целое число, взаимно 
простое с п. Пусть Е” = ((&г)), для некоторого А из множества 
10, .... п — 1}. Это задает неявный способ перебора всех зна- 
чений индекса К”, так как в силу взаимной простоты г и п, когда k 
пробегает все значения от 0 доп — 1, число КЁ” также пробегает все 
значения от 0 дол — 1. Тогда, так как порядок элемента 6 равен п, 
62” — 6*', и два предыдущие равенства можно для любого г, вза- 
имно простого с п, переписать в виде 

n—1 

У чеку» (Х) = yu wuz» (x), 

Vere = Ret LVer (X)] = Ver (0*'), 

k’ =0,..., n—l, 

k =0,..., n—I. 

Если А’ само взаимно просто с п, то можно положить г равным #” 
и тогда второе равенство принимает вид 

—=0,.... п 1. 

НОД (^’, п) =1. 

Каждая компонента выходной таблицы, первый индекс которой 
взаимно прост с п, может быть записана таким образом. 

Завершив на этом вводную часть, переходим к построению 
полиномиального преобразования. Следующая теорема представ- 
ляет собой скачок прямо к окончательному результату. Читая эту 
теорему, необходимо иметь в виду, что все те №’, которые относятся 
к одному и тому же круговому многочлену, требуют одних и тех же 
вычислений, что один и тот же индекс А’ используется и в качестве 
выходного индекса, и для формирования перестановки, и что де- 
ление на К’ определено, так как №’ и п взаимно просты. 

Ver, (ery) = Ry ok’ (Viceryy (D1, 

Ver, в’) = Ry ok Viney (OI, 

Теорема 8.7.1. Пусть Е’ — фиксированное целое число, взаимно 
простое с п. Пусть © (х) обозначает круговой многочлен, корнем



8.7. Перестановочный алгорнтм Нуссбаумера—Квенделла 293 
  

  

которого является элемент в’. Тогда вычисление компонент 
Ук, в” для Е" = 0,....п — 1 может быть реализовано в виде 
следующих трех шагов: (1) вычислить полиномиальное преобразо- 
вание 

п—1 

Vi. (x) = me, vn (x) x*’* (mod Q(x), R=O0,..., n—1; 

(2) вычислить п преобразований Фурье 

n=? k’: HOD (k’, n) = 1, 
”, — t°kR’ > 

Ук, о Var, be k—0,..., n—1; 

(3) сделать перестановку 

, HOLT (k’, n) = 1, 
Mare = We ees pe 0g 1. 

Доказательство. Рассмотрим равенства 
п 1 

Veen) (4) = 2, wR OG (X), 

Veer ee)) = Ry ok Vier) (X)I- 

Tak Kak x — w* yenuT KpyroBoH MHOrowieH Q (х), то второе из 
равенств не нарушится, если первое вычислять по модулю С (х). 
Это позволяет переписать равенства следующим образом: 

n—TJ 

V (cer’yy (x) = р vy (x) oF’ (тоа @ (х)), 

п 2 

Var, ((ek’)) = Ry_ gee (Vicen’yy (Х)] = 2, ek’ V ie (kb*))- 

Но теперь, согласно второму равенству, элемент Ww" CpaBHHM C Xx. 
Поэтому замена ©*’ на х в первом равенстве не приведет к измене- 
нию окончательного результата. Это позволяет еще раз переписать 
исходные равенства в виде 

п—1 

Vicer’yy (X) = 2, vy» (x) x?* «(mod Q (x)), 

n—2 

Ver. cer’) = Ry_ ot’ Very) (*)] = 2 ФГУ р, к”) 
t= 

Теперь для завершения доказательства теоремы остается уточ- 

нить обозначения и переписать равенства в окончательном виде. [1 

Эту теорему надо применить к трем различным случаям, соот- 

ветствующим равенству числа точек по каждой размерности дву- 

мерного преобразования простому числу, степени нечетного про-
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Полиномиальные 

  

  

  

Преобразования Дополнительные 
Длина п преобразования Фурье сложения 

Простое  р-точечное  прербразо- р-- 1 преобразова- p*-+ p* — 5p -+ 4 
число р вание по модулю ний* длины р 

(xP? — 1)/(x— 1) 

Степень  р?-точечное mnpeo6paso- p*-+ p  преобразо- 2рё-Р р — 5рз | 
простого вание по модулю ваний ** длины р? 6 
числа р? (xP* -— 1)/{x? — 1) 

р-точечное преобразо- p-+ 1 преобразова- 
вание по модулю ний* длины р 

(xP* — 1)/(x? — 1) 

р-точечиое npeocbpa3o- 
вание по модулю 

(хР— Их — 1) 

Степень  Я”-точечное преобразо- (3/2) 2” преобразо-  (3т-+ 5) 2 — 
двойки 2” вание по модулю ваний** длины 2” 

от-1 

x + 1 

2"-точечное преобра- Одно двумерное 
зование по модулю преобразование раз- 
wen! + 1 mepa 2-1! xgm-l 

  
* Из которых р выколоты. 

** Из которых все выколоты. 

Рис. 8.21. Подпрограммы, используемые в БПФ-алгоритмах Нуссбаумера—- 
Квенделла. 

стого числа и степени двух. Рассмотрим последовательно все три 
случая; результаты анализа подытожены на рис. 8.21. 

Число г точек в каждом измерении просто. При простом числе 
точек теоремой можно воспользоваться для того, чтобы свести вы- 
числение двумерного (р Х р)-преобразования Фурье к р -{ 1 раз- 
личным одномерным преобразованиям Фурье. В более общем слу- 
чае метод позволяет свести №-мерное, р-точечное по каждому из- 
мерению преобразование Фурье x (p% — 1)/(p — 1) различным 
одномерным р-точечным преобразованиям Фурье. Это можно срав- 
нить с прямым методом вычисления №-мерного р-точечного по каж- 
дому измерению преобразования Фурье, содержащим Мр^-" раз- 
личных одномерных р-точечных преобразований Фурье. 

Для простых р имеет место разложение 

xP — | = (х— 1) (Р-Р... Ех.
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Вход 

Лреобразование Фурье 
  

    
  

  
  

Pos PA 
t 

Vio= Lo ye k=0,...,p-1 
c=0 Г =0 

Полиномиальное 
преобразование 

р-\ ., 
t . 

vi(x) = Do vex i=0,...,p-—1 
i'=0 

р-1 

> и; (хх (mod O(x)) 

i=O 

V ,(x)       
  
  

р преобразований Фурье 

г р-2 „20 

Ик = yo Vee k=1,...,p-1 

i’ =O 

      
  
  

Пвреиндексация 

    
View’ = Иск’, к К = 1, “ee ‚р — ] 

Выход 
Рис. 8.22. Перестановочный алгоритм Нуссбаумера—Квенделла. 

  

Каждое ненулевое Ё” является корнем второго кругового много- 
члена. Согласно теореме 8.7.1, для вычисления компонент У», к 
при = 0, .... р— Ти” =1,..., p надо вычислить одно поли- 
номиальное преобразование и р одномерных преобразований 
Фурье длины р. Чтобы завершить вычисление, надо найти еще ком-
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Выколотое нреобразование Фурье 

рт-1 (р—1) 1 

Ук = у «о, k #0 (mod р), 

{—1 

roe wo” = 1, п= р” 

  

  

    

  

Нормальное БПФ Винограда Выколотое БПФ Винограда 

Длина Число умножений* Число умножений* 

Число Число 
нетри- с 7K i = нетри- слож nk 

общее виальных “omens COME = виальных ume 

2 2 0 2 
3 3 2 6 2 2 4 
4 4 0 8 2 0 2 
5 6 5 17 5 5 15 
7 9 8 36 8 8 34 
8 8 2 26 4 2 10 
9 11 10 44 8 8 28 

16 18 10 74 10 8 32 

  

* Для комплексных входных данных все цифры удванваются 

  

Рис. 8.23. Характеристики иекоторых выколотых БИФ-алгоритмов. 

поненты Ук, в” с Е”, равным нулю. Но они получаются сразу как 
результат еще одного преобразования Фурье: 

р—1 р—1 
У, о = у} atk’ > 9:7, 1, Е’ —=0,..., р— 1. 

{°—0 2—0 

Таким образом, всего получаем р -- 1 одномерных преобразо- 
ваний Фурье длины р. На рис. 8.22 приведена блок-схема алгоритма 
для простого р. На последнем шаге осуществляется обратная 
перестановка компонент, для чего используется обращение #’ 
по модулю р. 

Есть еще одно упрощение. У большинства преобразований 
Фурье некоторые коэффициенты отсутствуют, так что соответ- 
ствующие преобразования можно упростить с помощью выкалыва- 
ния — выбрасывая те входные компоненты, которые заведомо рав- 
ны нулю, и те выходные компоненты, вычислять которые нет на- 
добности. Как видно из блок-схемы на рис. 8.22, в основном шаге 
алгоритма, связанном с вычислением р-точечных преобразований 
Фурье векторов длины р — |, коэффициент старшего порядка 
всегда равен нулю и нужны только р — 1 выходных компонент, 
а младший коэффициент можно отбросить. Такие выколотые 
БИФ-алгоритмы и их вычислительные характеристики представ- 
лены на рис. 8.23.
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В качестве примера БПФ-алгоритма Нуссбаумера—Квенделла 
построим пример (3х 3)-БИФ-алгоритма. Первый фрагмент вы- 
писывается проще всего: 

Ved 1 1 1 | }ugg + Uy¢6 + 920 

Voy = 1 @® w* Uo} + и, 1 + 0 . 

Via 1 w* wl [vo2 + vin + Y22 

Теперь заметим, что круговой многочлен равен © (х) = № + х + 
+1 = (%*° — 0/х— Пи 

90 (х) = 950% -Н ох -Н 9, 

Uy (x) = 024 + мах -- бл, 

Up (x) = 02 пох + 2. 

Вычисление полиномиального преобразования по модулю х” + 

-- х-+- 1 приводит к многочленам первой степени. Хотя приведе- 
ние по модулю О (х) можно и отложить, мы сразу заменим исход- 
ные многочлены их вычетами по модулю О (х): 

Up (x) = (ил — 02) Х- (9 — 02,0) 

оз (х) = (ил — 1) х + Wor — Ue,3); 

и (х) = (Ол, — Us,9) X + (0, — 0,2). 
Полиномиальное преобразование равно 

Vix) пт] №0) 
И = ох v7 fei) (то@ О(х)). 

V3(x) 1 x? xt rox) 

Это равенство можно переписать в виде 

  

  

              

Veo) fi Of] 1 Of 1 о [200 — и20 | 
Vio 0 1 0 1 0 1} Juro — 120 

Vor) = 1 0 Oo -1I;-l 1] [vor — vac], 

Via 0 1 1-11-11 О] и: — Vai 

Vo2 ] 0 —1 I 0 — 1 Vo,2 — 022 

Vis 0 1 |-1 0 | 1 via — 122]   
Следующий шаг состоит в ‘вычислении результатов выколотых 
БПФ-алгоритмов. Вместо полного преобразования Фурье вида 

Vi, ва ии, 
ТК = I © © ik 

Vy k I © WwW 0
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нужны только выколотые преобразования Фурье 

Lk _ То Vox 

Vix} hw" Wiad’ 

при Ё == 0, 1, 2. Соединяя их вместе, получаем 

  

  

    

me | w {0 0/0 0] VY, 
И? 1 w/0 0/0 0] и, 

Vis} (0 O11 w flO O} и, 
и JO Oj1 wlo Of} и, 
Vv", оо оо го М, 

Wa} fo oto ott wy Win             
Теперь надо выполнить обратную перестановку компонент: 

            

vio) fi 0 0 0 o Of [vs 
и, 01000 0 |v, 
Vij ]0 01 00 0 1%, 
у |0 0 000 2 jvyy" 
и, сосооого т", 

у] [0 0 01 0 4 |v 
Наконец, собирая вместе все фрагменты, получаем окончатель- 
ную форму алгоритма, показанную на рис. 8.24. 

Число точек по осям равно степени простого нечетного числа. 
Для опибания техники построения алгоритма достаточно рассмо- 
треть случай, когда число точек по каждой оси двумерного преобра- 
зования равно квадрату нечетного простого числа. По существу 
техника остается той же, что и в первом случае, несколько услож- 
няясь за счет того, что сначала надо отобрать индексы, идентифи- 
цирующие подлежащие отдельной обработке компоненты. В этом 

отношении очень полезной оказывается многочленная символика. 
Например, так как единственными делителями р* являются 1, 
рир?, то, согласно теореме 5.5.3, многочлен ХР” — | разлагается 
по правилу 

ХР |= (х— 1) (ХР ХР... fe) (xP Pe 

ре... 1) = 0, (% О, () (9) 
на круговые многочлены. Индексы Ё разбиваются на три подмно- 
жества, соответствующие трем множествам сопряженных элемен- 
тов, на которые корни из единицы, ®*, разделяются круговыми 
многочленами. Воспользуемся теоремой 8.7.1 для обработки ком- 
понент, индексы которых входят в множество сопряженных эле-
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ментов, соответствующее многочле- 
ну Ор’ (х). Это потребует выполне- 

ния одного полиномиального пре- 

образования р” членов по мо- 

дулю Ор (х) и р? выколотых р*-то- 
чечных преобразований Фурье. 

Для завершения этого фра- 
гмента вычислений надо найти 

компоненты У». с индекса- 
ми Ё”, кратными р. Эти компо- 
ненты задаются равенствами 

—t! р?—1 

Укр = » hh » aw! ic 
i’=0 i”=0 

k’ =0,..., pP—1, 

{=0,..., p—l. 

Внутреннюю сумму можно транс- 
формировать в р-точечное преоб- 
разование Фурье. Обозначим че- 
рез у = ©? корень степени р из 
единицы; пусть 

p—l 

tie, = 3 Oe, ett 
Г =0,..., 0—1, 

г=0,..., р 1, 

и пусть Ук: = У» р. Тогда 

p?—l p—l 

Vee. р = у фе" У V Ute p, 

i’=!1 r=0 

|: — 0, ооо р? — l, 

1=0,..., р-1. 

Теперь поменяем порядок сумми- 
рования и ОПЯТЬ применим тео- 

рему 8.7.1. Для этого нам потре- 
буется еще одно полиномиальное 
преобразование р членов по мо- 

дулю О, (х) и еще р выколо- 
тых р?-точечных преобразований 
Фурье. Остающееся при этом 
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двумерное (р х р)-преобразование Фурье может быть вычислено 
как и ранее. 

В общей сложности алгоритм содержит р” | р одномерных 
р”-точечных преобразований Фурье и р + 1 одномерных р-точеч- 
ных преобразований Фурье. За исключением одного р-точечного 
преобразования все преобразования Фурье являются выколотыми. 

Число точек по осям равно степени двух. Хотя конструкция для 
случая, когда число точек по осям двумерного преобразования рав- 
на степени двух, по существу совпадает с описанной выше, она 
все-таки отличается настолько, что заслуживает отдельного рас- 
смотрения. Так как все нечетные меньшие чем 2” целые числа 
взаимно просты с 2", то к компонентам с этими индексами опять 
применима теорема 8.7.1. Компоненты У», к» для нечетных /’ 
и К” = 0, ..., п — 1 вычисляются применением п;точечного поли- 
номиального преобразования по модулю (х"!/? -- 1) и п одномерных 
п-точечных преобразований Фурье при п = 2". В данном случае 
полиномиальное преобразование может быть организовано в виде 
БПФ-алгоритма Кули——Тьюки по основанию 2. Тогда число сло- 
жений будет пропорционально пов, п. Все преобразования 
Фурье будут выколотыми с равными нулю входными компонен- 
тами с четными индексами. 

Мы описали вычисление одной половины компонент Vy, p-, 
для которой А’ нечетно и А” = 0, ..., п — 1. Теперь поменяем ро- 
лями К’и ^” и вычислим оставшиеся невычисленными компоненты 
У»... в» с нечетными К” и четными Ё’. Для этого нам понадобится еще 
одно полиномиальное преобразование и еще п/2 одномерных пре- 
образований Фурье. 

Наконец, остается вычислить компоненты У»’, к”, оба индекса 
которых четны. Но они образуют (2"-—* х2”\)-точечное преобра- 
зование Фурье, вычисление которого можно организовать по той 
же схеме, что и вычисление (2”х 2")-точечного преобразования 
Фурье. 

Задачи 

8.1. Выписать таблицу для числа сложений и умножений алгоритма вычисления 
двумерного преобразования Фурье, использующего различные одномерные 
алгоритмы преобразования Фурье по строкам и по столбцам. 

8.2. Для рассмотренных в разд. 8.1 БИФ-алгорвнтмов Кули — Тьюки по осно- 
ванию 2 и 4 определить число необходимых сложений. 

8.3. Пусть ДА (п) и М (п) обозначают число сложений и число умножений в БИФ- 
алгоритме Винограда длины n. 
а. Доказать, что в гнездовом методе сочетания п’-точечного алгоритма 
с л”-точечным алгоритмом для минимизации числа сложений числа п’и п” 
должны выбираться так, чтобы выполнялось условие 

[M (n') — n' VA (n’) > [M (n”) — "ИА (п). 
6. Провести аналогичный анализ отдельно для числа предсложений и чис- 
ла постсложений.



Задачи 301 
> 

—— 

8.4. 

8.5. 

8.6. 

8.7. 

8.8. 

8.9. 

а. По заданным малым 2-точечному и 5-точечному БИФ-алгоритмам Вино- 

НЕЕ Е 

  
Vy 1000 0 olf 11 1 1 OD feo 

и, 11 1 t—-1 Of} -125 Oo1 1 t VW de, 
и = Ето п 559 O 1-1-1) OU № 
Vy 1 1-1-1 0-1 7.951 0 1-1 L-tl by 
и. Littl o 71538} ]0o o-1 1° Of lug 

7 7363] © то 0-1 

построить большой 10-точечный БИФ-алгорнтм Вннограда. 
б. Сколько вещественных умножений содержит этот алгоритм? 
в. Сколько веществеиных умноженнй будет содержать алгоритм, в котором 
2-точечный и Б-точечный алгорнтмы сочетаются по методу Гуда — Томаса? 

г. Предположим, что этот Ю-точечный БИФ-алгоритм используется по 
методу Кули — Тьюкн для построення 1000-точечного БИФ-алгорнтма. 
Сколько вещественных умножений будет содержать такой алгоритм? Как 
он соотносится с 1024-точечным БИФ-алгоритмом Кули — Тьюкн по осно- 
ванню 2? 
д. Предположнм, что вместо выписанного ранее 2-точечного алгорнтма 
используется следующий алгоритм: 

lob olf ff 
Что получится, проигрыш нли выигрыш? 

Для вычнслення преобразований Фурье длин 72, 315 н 5040 можно восполь- 

‚зоваться большим БИФ-алгоритмом Винограда. Найти число необходимых 

сложений и чнсло необходимых умноженнй в таких алгорнтмах. 

Построить алгоритм вычнсления двумерного (256 256)-точечного преобра- 

зования Фурье, сочетая БИФ-алгоритм Кули — Тьюки с перестановочным 

алгоритмом Нуссбаумера — Квенделла. Сколько умножений и сложений 

содержит алгоритм? 
Описать построение 1040-точечного БПФ-алгоритма, основанного иа трех- 

мерной цнклнческой свертке. Сколько умножений необходимо? 

Имеется много способов построения двумерного (63Х 63)-БИФ-алгоритма. 

Найти чнсло умножений, необходимых н каждой из следующих процедур. 

а. Гнездовой метод ‘сочетання 63-точечного одномерного БИФ-алгорнтма 

с самим собой. (Какие здесь имеются возможности выбора?) 

6. Гнездовой метод сочетання двумерного (7Ж7)-БПФ-алгоритма с дву- 

мерным (9Х9)-БИФ-алгоритмом. 

в. Алгоритм разложения Нуссбаумера — Квенделла, снодящий задачу 

к четырехмерному (7%7Ж9Х 9)-БПФ-алгоритму. 

Для каких значений п перестановочный алгоритм Нуссбаумера — Квен- 

делла вычисления двумерного преобразования Фурье ие прнносит преиму- 

шеств по сравнению с гнездовым методом сочетания одномерных алго- 

ритмов? Измеиится ли вывод в случае трехмерных преобразований (если 

число точек простое)?
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8.10. Описать структуру алгорнтма разложення для вычисления двумерного 
(5Х 5)-преобразования Фурье, содержащую 230 сложеннй, и структуру, 
содержащую 236 сложеннй. 

8.11. а. Доказать, что многочлен Рейдера от двух переменных р (х, и) равен 
произведенню многочлена от х на многочлен от и. 
6. Сформулировать н доказать для двумерных преобразованнй Фурье 
аналог теоремы 4.6.2. 

8.12. Построить (5Х 5)-БПФ-алгоритм Нуссбаумера — Квенделла. 
8.13. Отталкиваясь от 4-точечного БИФ-алгоритма и двумерного (3Х3)-БПФ- 

алгоритма, описанного в данной главе, постронть двумерный (12Х 3)- БПФ- 
алгоритм. 

Замечания 

Простейшнй нз алгоритмов вычнсления Двумерного преобразования Фурье 
сводится к последовательному выполненню одномерных преобразований по обеим 
осям двумерной таблицы. Поэтому все быстрые алгоритмы вычисления одномер- 
ных преобразований в готовом внде были перенесены на двумерный случай. 
Существенно двумериые алгоритмы ‘возннклн позже. Двумерное разбиенне типа 
Кули — Тьюки было предложено Райвордом [1] (1977) и обобщено в работе 
Гарриса, Макклеллана, Чэна и Шусслера [2] (1977). Мерсере и Спик [3] (1981) 
опнсалн нзящную уннфикацию разлнчных двумерных БПФ-алгорнтмов Кули — 
Тьюки. 

С целью создании более эффективной упаконки алгоритмов Внноград [4] 
(1976) предложнл гнездовой метод соедннения своих малых одномериых алго- 
рнтмов. Двумерные алгоритмы его ннтересовали как некоторое искусственное 
средство построения алгоритмов одномерных преобразований Фурье, но эта же 
техника применима н к возннкающим естественным путем двумерным преобра- 
зованиям Фурье. Дальнейшее развитие гнездовой метод Винограда получил 
в работах Колбы и Паркса [5] (1977) и Сильвермена [6] (1977). Методы по- 
строения последовательности БИФ-алгоритмов, промежуточных по отношенню 
к БИФ-алгоритмам Гуда — Томаса и БИФ-алгоритму Винограда, были рассмо- 
трены Джонсоном и Баррасом [71 (1983). Использовать полиномиальное преобра- 
зование Нуссбаумера для вычислення преобразований Фурье предложили Нусс- 
баумер и Квенделл [8] (1979). Другую структуру алгоритма вычнсяения дву- 
мерного преобразования, основанную на связанных с циклическими структурами 
расширеннй полей Галуа перестановках, опнсали Ауслеидер, Фейг и Виноград 
[10] (1983). Характернстики этого алгоритма близки к характеристикам БИФ-ал- 
горитма Нуссбаумера — Квенделла.
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Глава 9 

АРХИТЕКТУРА ФИЛЬТРОВ 

И ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
  

Сейчас, когда у нас уже есть такой большой набор алгоритмов 
цифровой обработки сигналов, пришло время обсудить их реализа- 
цию. Основной целью данной главы является рассмотрение вопро- 
сов реализации построенных алгоритмов на цифровых фильтрах. 
Будут рассмотрены также некоторые другие задачи, такие как 
интерполяция, прореживание и дискретное преобразование Фурье. 
Используя гнездовые и каскадные методы, мы построим из малых 
фрагментов большие структуры для обработки дискретных сиг- 
налов. 

Наиболее важным устройством в обработке дискретяых сигна- 
лов является КИО-фильтр. На фильтр поступает входной поток 
отсчетов цифровых данных, и на выходе фильтра формируется вы- 
ходной поток отсчетов данных. Длины этих потоков данных 
очень велики; возможно, каждую секунду через фильтр проходят 
миллионы отсчетов. Быстрые алгоритмы фильтрации всегда раз- 
бивают поток входящих данных на пакеты, содержащие, возможно, 
сотни отсчетов. Единовременно обрабатывается только один пакет; 
результат обработки помещается в выходной буфер, данные из 
которого считываются с необходимой скоростью. 

9.1. Вычисление свертки секционированием 

В гл. 3 было построено много алгоритмов вычисления цикличе- 
ской свертки. Их можно использовать как непосредственно, так 
и в качестве модулей для построения хороших алгоритмов преобра- 
зования Фурье подобно тому, как это сделано в гл. 4. БИФ-алго- 
ритмы, в свою очередь, могут быть использованы для построения 
эффективных алгоритмов вычисления свертки, особенно когда 
длина велика. В основе такого вычисления лежит теорема о сверт- 
ке, согласно которой циклической свертке во временной области 

п 1 

$; = у бу), 1 =0,..., n—Il, 

k=0 

в частотной области соответствует произведение 

S;, = GpDryz, k=0O,..., n—l.
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Следовательно, одним из возможных путей вычисления цикли- 
ческой свертки является вычисление преобразования Фурье, по- 
компонентного произведения и обратного преобразования Фурье. 

Обычно для такого вычисления длину преобразования Фурье 
выбирают равной длине свертки; но иногда этот способ оказы- 
вается полезным даже при нарущении столь разумного условия. 
Для БИФ-алгоритма может оказаться более подходящей другая 
длина преобразования. 

Выберем удобную для построения преобразования Фурье 
длину п’, такую, чтобы выполнялось условие п’ >> 2п, и удлиним 
векторы $, Чи $ так, чтобы компоненты с индексами # = 0, ..., 
п — | принимали предписываемые им циклической сверткой дли- 
ны п значения, несмотря на то, что вычисления производятся на 
удобной для преобразования Фурье длине п’. Например, определим 

, d;, i-—0,..., n—1, 

“= i=0,..., 1, 
Li» i=0,...,n—l, 

5; = 0, i=n,...,n’—n—l, 

Litn—n's = фм... —}l, 

n’—l 

Si = py 2 (i—k)) dk, 

где теперь двойные скобки обозначают вычисление по модулю п’. 
Тогда $, = $; для [= 0,...п-—-1. Остальные значения $ 

не представляют интереса и могут быть отброшены. 
Имеется много методов сведения вычисления длинных линей- 

ных сверток к последовательности вычислений коротких цикличе- 
ских сверток. Повсеместно возникает необходимость фильтрации 
столь длинных последовательностей, что при прохождении через 

КИО-фильтр с конечным числом отводов их можно считать беско- 
нечными. Такая фильтрация должна вычисляться по частям по 
ходу дела. Накопить все входные данные перед началом вычисле- 
ний выходной последовательности невозможно, так как это при- 

водит к задержкам и к тому же требует большой буферной па- 
мяти, и хорошие алгоритмы вычислений не используют всех 
входных данных сразу. Входные данные разделяются на сегменты, 
и, как только один сегмент становится полностью доступным, 
начинается его обработка. 

Мы сначала опишем метод, известный под названием метода 
перекрытия с накоплением. Предположим, что у нас имеется уст“ 
ройство вычисления циклической свертки длины п, и что нам нужно 

умножить многочлен & (х), степень А которого меньше п, на мно-
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гочлен 4 (х), степень В которого больше п. Обычно В очень ве- 
лико и можно полагать его равным бесконечности. По многочлену 

  

4 (х) построим множество многочленов {4 (х), 4 (х), ...} сте- 

пеней п — 1 или меньше, полагая их коэффициенты равными 

4: = 4» i=0,..., 7—I, 

di? = di+ (n—a)s 1=0,..., n— il, 

di? = di49(n—A)s i= 0, ...у П — l, 

` 

Многочленов должно быть достаточно для исчерпания всех коэф- 

фициентов многочлена а (х). Заметим, что так построенные много- 

члены перекрывают друг друга. Для каждого { определим 

$(1) (х) = © (х) 4 (х) (тод хп — 1). 

Тогда, так как $ (х) = © (х) 4 (х), то за исключением первых 
А коэффициентов, коэффициенты многочлена $ (х) находятся среди 
коэффициентов многочленов 5“? (х). А именно, 

$; = $10}, i=A,...,n—l, 

Si 4 (n—a) = SP’, i=A,...,n—Il, 
Si+-2 (n—A) = si”, # = А, coy n— | 

и так далее. Таким образом мы получаем на выходе фильтра бес- 
конечную последовательность данных. Первые А младших коэф- 
фициентов многочлена $ (х) теряются. Во многих приложениях 
линейной свертки такая потеря в начале фильтрации является 
несущественной. Если же на выходе нужны все коэффициенты, то 
надо просто заменить многочлен 4 (х) на многочлен х^ 4 (х). При 
этом будут вычислены все коэффициенты свертки, но индексы их 
будут сдвинуты на величину А. 

Каждая из рассмотренных циклических сверток за исключе- 
нием последней вычисляет п — А коэффициентов искомой линей- 
ной свертки и А бесполезных коэффициентов, которые просто 
отбрасываются. Поскольку степень последнего входного сегмента 
4") (х) может быть меньше п — 1, то последняя свертка может 
содержать больше, чем п — А, значимых коэффициентов. 

На самом деле в методе перекрытия с накоплением нет необхо- 
димости вычислять полную циклическую свертку, так как нужны 
не все ее коэффициенты, а только п — А из них. Следовательно, 
подавляя ненужные коэффициенты, можно построить алгоритм, 

который несколько проще полного алгоритма вычисления цикли- 
ческой свертки. Алгоритмы описанного типа, независимо от того, 
проводится ли прямое вычисление или используется алгоритм 
вычисления циклической свертки, называются алгоритмами сек- 
ционной фильтрации. Они будут изучаться в следующем разделе.
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Puc. 9.1. Конструкция КИО-фильтра. 

Основанная на методе перекрытия с накоплением конструкция 
КИО-фильтра показана на рис. 9.1. Функциональная схема такого 
фильтра похожа на линию задержки с отводами, но истинная кон- 
струкция может быть существенно другой. Поступающие входные 
слова подаются в циклическую буферную память, которая в типич- 
ных случаях вдвое больше секции фильтра. Во время фильтрации 
данных из одной части буфера, во вторую его часть записываются 
данные следующей секции, подготавливая блок данных для сле- 
дующего шага вычислений. Текущая секция данных перекрывается 
с новой секцией. Фильтрация блока данных длины п занимает то же 
время, что и запись нового блока из п — А точек. 

Входной буфер является циклическим. Это означает, что после 
того, как его последний элемент заполнен, следующие входные 
символы записываются, начиная с первого элемента памяти. Та- 
ким образом, старые данные уничтожаются, а на их место записы- 
ваются новые данные. Обычно удобно длину входного буфера вы- 
бирать равной степени двух. Записанное в двоичном регистре число 
указывает адрес, по которому запоминается следующий вход, и 
после каждого входа содержимое регистра увеличивается на еди- 
ницу. Свойство цикличности буфера очень легко обеспечить тем,
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что предусмотреть возможность переполнения адресного ре- 
гистра после достижения состояния, в котором во всех его раз- 
рядах записаны единицы. 

Секционный фильтр отыскивает в памяти блок данных, адреса 

которых равны ((5)), ..., ((6 Е п — 1)), где 5 — начальный адрес 
и двойные скобки обозначают вычисление по модулю, равному 

длине буфера памяти. После обработки секции данных 6 заменяется 
na ((b Г А)) и начинается фильтрация следующей секции. 

Блок, формируемый на выходе секции фильтра, помещается 
в выходной буфер с помощью такой же техники, которая исполь- 
зуется и во входном буфере. Поскольку для заполнения и очистки 
буферной памяти и для выполнения вычислений требуется время, 

то метод перекрытия с накоплением всегда приводит к некоторым 
задержкам. В приведенной на рис. 9.1 функциональной схеме эта 
задержка указана для того, чтобы сделать эквивалентными оба 
приведенных представления. 

В методе перекрытия с накоплением используются перекры- 
вающиеся блоки данных и часть каждого выходного блока отбра- 
сывается. В основе метода лежит алгоритм вычисления цикличе- 
ской свертки той же самой длины, что и блоки входных данных. 
Другой метод, известный под названием метода перекрытия 
с суммированием, не использует перекрытия входных блоков дан- 
ных, но основан на алгоритме вычисления линейной свертки, длина 
которой существенно больше длины входных блоков. В нем ис- 
пользуются все компоненты выходных блоков и некоторое допол- 
нительное множество вычислений, связывающих вместе отдельные 
выходные блоки. Оба эти метода иллюстрируются рис. 9.2. 

Снова предположим, что у нас есть устройство вычисления ли- 
нейной свертки, выходная длина которой равна п. Пусть нам надо 
умножить многочлен д (х), степень А которого меньше п, на много- 
член 4 (х), степень В которого больше п. Величина В опять столь 
велика, что можно полагать ее равной бесконечности. [10 много- 
члену 4 (х) построим последовательность многочленов степени не 
более п — Д — 1, определяя их ‘равенствами 

  

dy? = di, i — 0, coe eg й — А —- l, 

dj? = di + (n—a)s i=0,..., n—-A—l, 

dj® — dito (n—A)>» 1 — 0, ee eg п — А =—- 1. 

© e ® e e e ® e > o e e © o e > e > e > e e e e e 

Отметим, что так построенные многочлены не перекрываются. 
огда многочлен 4 (х} может быть записан в виде 

d (x) = у d() (x) xD) (nA) 

=]
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Рис. 9.2. Свертка по секциям.
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s(x) = g (x)d (x) = YY g (x) di (x) xD a), 
| 

Для каждого { положим 

s) (x) = g (x) dl (x). 
Тогда коэффициенты многочлена 5 (х) даются равенствами 

Si = Si’, izx=0,...,n—A—l, 

Si-+ (n—A) == Sj”) + $14 (пд), i=0,..., п А—1, 

Si4+2 (n—A) = $7 + (n—A)> 1 =0,.... п А— 1, 

и так далее. Этим исчерпываются все вычисления метода пере- 
крытия с суммированием. 

Метод перекрытия с суммированием основывается на алгоритме 
вычисления линейной свертки. Однако, поскольку deg g (x) = A 
и дес а‘ (х) = п — А — 1, то при желании можно воспользовать- 
ся и циклической сверткой. Циклическая свертка длины п на самом 
деле будет линейной сверткой; все выходные точки циклической 
свертки будут давать правильные значения коэффициентов линей- 
ной свертки. 

Отметим, что и метод перекрытия с накоплением, и метод пере- 
крытия с суммированием, для каждой вычисляемой п-точечной 
свертки используют п — А выходных отсчетов. Метод перекрытия 
с накоплением обладает тем небольшим преимуществом, что после 
вычисления сверток не содержит сложений, и потому предпочти- 
тельнее. С другой стороны, метод перекрытия с суммированием 
основан на вычислении линейной свертки, вход которой содержит 
только п — ДА ненулевых коэффициентов. Это позволяет построить 
алгоритм линейной свертки с меньшим числом сложений. 

Например, в разд. 3.4 были рассмотрены алгоритмы итератив- 
ного построения линейных сверток большой длины из линейных 
сверток малой длины. В частности, для построения 256-точечной 
линейной свертки была использована итерация 2-точечной линей- 
ной свертки. Эта же задача может быть решена методом перекры- 
тия с суммированием. Параметры алгоритма: п == 511 выходных 
точек; ДА = 255, что соответствует фильтру с 256 отводами; п — 
— А = 9256 входных точек. Каждая составляющая свертка дает 
пакет из 956 выходных точек, для вычисления, которых в данной 
конструкции требуется 6561 умножений и 19171 сложений, считая 

дополнительные сложения алгоритма перекрытия с суммирова- 
нием. Таким образом, реализация вычислений на КИО-фильтре 
с 256 отводами требует 25,6 умножений на одну точку на 

выходе.
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9.2. Алгоритмы для коротких секций фильтра 

Цифровые КИО-фильтры можно строить, используя описанные 
в предыдущем разделе методы перекрытия. Для применения этих 
методов нужны хорошие алгоритмы для отдельных секций филь- 
тра. Сейчас мы дадим хорошие алгоритмы для коротких секций 
фильтра, а в разд. 9.3 опишем способы их сочетания для построе- 
ния длинных секций фильтра. 

Метод перекрытия с накоплением можно записать в матричном 
виде. Опуская отбрасываемые выходные компоненты, получаем 
следующее матричное уравнение: 

5,1 а, 1 `` @, 4 4 8о 

5, а, ау а, а, 81 

— а, а d, d, 

Е 2 Gner-2 d,, 1 [Sr 1 

Это уравнение описывает вычисление п компонент на выходе 
КИО-фильтра с г отводами. Такое вычисление будем называть 
(г, п)-фильтр-секцией, или, при г= п, п-фильтр-секцией. Эта задача 
представляет собой задачу вычисления усеченной свертки. Как 
будет доказано ниже, (г, п)-фильтр-секция требует г + п — 1 
умножений, и поэтому алгоритм с г + п — 1 умножениями на- 
зывается оптимальным. Этот термин, однако, может ввести в за- 
блуждение, поскольку алгоритмы подобного сорта могут содер- 
жать слишком много сложений, если г и п не малы. Мы будем поль- 
зоваться оптимальными алгоритмами только при малых значениях 
run. 

Алгоритм секционной фильтрации можно получить из алго- 
ритма вычисления линейной свертки. Основой преобразования ал- 
горитма для одной из этих задач в алгоритм для другой задачи 
является следующий общий принцип. 

Теорема 9.2.1 (Трансформационный принцип). Пусть задан 
алгоритм 

s = Td — CGAd, 

где матрица С является диагональной, а матрицы А иС содержат 
только малые константы. Тогда 

е = А7СС/Т 

является алгоритмом вычисления е = ТТ {. Если исходный алгоритм 
вычисления вектора $ оптимален, то второй алгоритм дает опти- 
мальный алгоритм вычисления вектора е.
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Доказательство. Алгоритм представляет собой факторизацию 

матрицы в виде 
Т = СОА. 

Так как матрица С является диагональной, то ТТ = АТССТ и, 

следовательно, 
ТТ? = АТОС1Е. 

Вторая часть утверждения следует отсюда очевидным образом, 
так как если существует алгоритм с наименьшим числом умноже- 
ний для вычисления вектора е, то его трансформация дает алго- 
ритм с тем же числом умножений для вычисления вектора $. С 

Воспользуемся трансформационным принципом для построения 
алгоритмов коротких фильтр-секций. Начнем с алгоритма линей- 

ной свертки 

Sol 2, 0 С 

“| &, Bol [@, 

О & 

I 0 O| 125 i 

= |-1 1 -1 80 + 8: 1 

0 0 1 g,| Ю 

0] [ао 
il Ja,|° 
1 

Согласно теореме 9.2.| теперь можно записать 

_ [80 8: © So 

0 8 &i |S 

2 

| 1-1 OF, 

1 8о + 6! 0 1 0] |, | * 

#| Ю -1 И 

il 
| 

[
>
 
=
 

-7 

Для построения алгоритма 2-фильтр-секции заменим теперь 

(€o, €,) Ha (55, 51) И (Го, fi» fe) Ha (4, dy, dy): 

52| _ |8o 8 0| |4, 

51 О 2 21 |4, 

do 

Rall 1 -1 0 

~ fo 1 1 20 + & ото 
1 g, [Oo -—1
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Число отводов 
Число выходных 

точек Число умиожений Число сложений 

  

2 2 3 4 

3 3 5 15 
3 4 6 20 
4 3 6 

4 4 7 

5 3 7 

  

Рис. 9.3. Характеристики некоторых алгоритмов коротких фильтр-секций. 

При желании этот алгоритм после переупорядочивания можно пПе- 

реписать в виде 

ЕЕ 52 4, d,)} |g, 

сито а, 

Для 9-фильтр-секции этот алгоритм оптимален, он содержит три 

умножения и четыре сложения, не считая суммирования Bo t+ 81, 

связывающего отводы фильтра. , 

Так же можно построить и другие алгоритмы коротких секции 

фильтра. Характеристики некоторых из таких алгоритмов приве- 

дены на рис. 9.3. 

9.3. Итерирование секций фильтра 

Итерируя алгоритмы для коротких секций фильтров, можно 

получать алгоритмы для секций фильтра большей длины, на вы- 

ходе которых формируются длинные блоки отсчетов. Характери- 

стики таких итерированных секций фильтра затабулированы на 

рис. 9.4. Используя описанный в разд. 9.|1 метод перекрытия с на- 

коплением, можно строить каскады произвольного числа этих 

секций фильтра, на выходе которых будет формироваться беско- 

нечный поток данных. 

В рассмотренных нами малых алгоритмах свертки не ИСПОЛЬ- 

зовалось свойство коммутативности умножения чисел поля. Лю- 

бой алгоритм линейной свертки, 
N—1 

$: — »; Bind, 
k=0
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и 
Число Число входных Число Число умножевий <сложенай 
отводов секцию умножений сложений на точку на точку 

иа выходе на выходе 

3 3 5 15 1.33 5 
9 9 25 120 2.78 13.33 

16 16 81 260 5.06 16.25 
27 27 125 735 4.63 27.22 
32 32 243 844 7.59 26.37 
81 81 625 4080 7.12 53.70 

  a 

Рис. 9.4. Характеристики некоторых реальных алгоритмов КИО-фильтров. 

в котором не используется ни деление, ни свойство коммутатив- 
ности умножения, в такой же мере применим к элементам кольца, 
как к элементам поля. Пусть, например, надо вычислить свертку 
матриц 

М—1 

$; — > G;_,D;, 
k=0 

где теперь О; представляет собой #{-ю матрицу в списке из № ма 
триц, а С; представляет собой {1-ю матрицу в списке из Ё, матриц. 
Построенные нами ранее алгоритмы свертки применимы в данном 
случае так же, как и ранее. Сложение превращается в сложение 
матриц, а умножение становится умножением матриц. 

Построим итерацию 2-фильтр-секций для формирования сек- 
ций фильтра большей длины. Малый алгоритм возьмем в виде 

5 | о (а, — а,) 01 |8 

s| lb 1 0 а, и |8, | * 
1 

Алгоритм содержит [,5 умножений на каждый ‘отсчет на выходе 
фильтра. Его можно использовать повторно для вычисления двух 
отсчетов на выходе одновременно, и такое вычисление всегда будет ~ 
содержать 1,5 умножений и 2 сложения на один отсчет на выходе. 
2-фильтр-секция, однако, не имеет существенного значения для 
практических приложений, а используется для итеративного по- 
строения алгоритмов больших фильтров с 2” отводами, на выходе 
которых вычисляются одновременно @” отсчетов дискретного 
сигнала. 

Для иллюстрации идеи рассмотрим построение алгоритма вы- 
числения четырех точек на выходе секции фильтра с четырьмя 

1 

1 

(а, = dy) 0
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отводами (4-фильтр-секции). В матричном виде это вычисление за- 
писывается равенством 

$3 а, а, а 4] 80 

$4 4. а, d, dj |g, 

Ss 4; d, d, 4d)| |g,/° 

56 de ds d, dy} |g; 

Разбивая это вычисление на блоки размерности два на два, полу- 
чаем 

где 

5 55 

$4 56 

Теперь эта задача имеет точно такой же вид, как и предыдущая 
задача. Скалярные величины заменились матрицами, но алгоритм 

является системой тождеств и остается справедливым и в данном 

случае. Имеем 

S, о 1 ПИФ, -о) 0 0 о 

$. 1 по 0 о, 0 Е ис, |. 

0 0 (D, — Do)|0 I 

Как и ранее, сумма С, + G, должна быть вычислена заранее 
и не влияет на оценку числа необходимых в алгоритме операций. 
Алгоритм содержит четыре матричных сложения и три матрич- 
ных умножения. Остановимся сначала на сложениях матриц. Два 
из них имеют вид 

4 4-4 
D, — D, = 
п а ие, 

@ — 4! a, — do D, — Do = . 
sO ae Aa
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Здесь имеется пять различных сложений. (Позже мы увидим, как 

одного из них можно избежать, так что останется только четыре 
сложения.) Еще здесь имеется два сложения 2-точечных векторов, 
выполняемых после завершения умножения; для их выполнения 
требуется четыре вещественных сложения. 

Каждое из матричных умножений имеет тот же вид, что 
и 9-фильтр-секция, и, следовательно, может быть вычислено 
с помощью трех умножений и четырех сложений. Таким образом, 
алгоритм 4-фильтр-секции всего содержит девять умножений и 
91 сложение. 

Если алгоритм 4-фильтр-секции используется повторно для 
одновременного вычисления четырех отсчетов на выходе каждый 
раз, то одно из сложений пропадает, так как 4 — 4 в одном 
пакете равно 4 — 4, в следующем пакете. 

Процесс итерации носит вполне общий характер. Если п 
четно, то матрица алгоритма п-филътр-секции разбивается на 
четыре ((п/2) х (п/?2))-блока. Используя теперь алгоритм 2- 
фильтр-секции, построим алгоритм п-фильтр-секции в виде трех- 
кратного обращения к алгоритму (п/2)-фильтр-секции. При этом 
число дополнительных сложений, необходимых для вычисления 
матрицы 0, — Бу, равно й — 1, а число дополнительных сложе- 
ний, необходимых для вычисления матрицы О. — О;, равно n/2. 
Это происходит потому, что все рассматриваемые матрицы яв- 
ляются теплицевыми ((п/2) х (п/2))-матрицами. Для вычисления 
матрицы 0; — О, надо выполнить вычитания только в первой 
строке и левом столбце. Некоторые из полученных при этом вели- 
чин повторяются в матрице О, — О:, так что для вычисления по- 
следней требуется только n/2 вычитаний. Если алгоритм исполь- 
зуется в режиме повторения, то некоторые из ранее вычисленных 
величин повторяются, так что для вычисления каждой из матриц 
О, — О, и 0, —В; в каждом новом пакете требуется только 
п/2 сложений. Еще п дополнительных сложений требуется в вы- 
ходном векторе. Подводя итог, получаем, что если алгоритм 
(п/2)-фильтр-секции содержит М умножений и ДА сложений, то 
построенный описанным образом алгоритм п-фильтр-секции будет 
содержать ЗМ умножений и 2п +- ЗА сложений. 

Если п = 9т, то эта процедура может быть проитерирована; 
алгоритм 2”-фильтр-секции строится из алгоритмов 2”_1-фильтр- 
секции, которые, в свою очередь, строятся из алгоритмов 2”. 
фильтр-секции и т. д. Число умножений в таком алгоритме равно 

3т — п1,585, а число сложений описывается рекурсией А (п) = 
—= 2п + ЗА (1/2) при А (1) =0. 

Если п не равно степени двух, то в качестве блоков построения 
можно использовать секции фильтров других длин. Альтерна- 
тивной возможностью является дополнение числа отводов фильтра 

до степени двух с помощью нулевых отводов.
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Число Число 

умножений сложений 

  

Алгоритм #1 

Прямое использование 

16 точечной фильтрации 256 240 

  

      

Илгоритм #2 

3-кратный Вызоё В-фильтр-секции] 

Прямое использование 

8 точек 8-точечиной фильтрации 192 200 

  

  

    
  

Anzopumm #3 
  

13—KpamHelti 801306 8-qunemp-cexyuu| 
8 тоцек [3-крагтный Вызов 4-—фильтр-секциц]| 

Прямое использование 144 188 

4 mounu |4-moueyHou фильтрации 

  

    
  

Илгоритм #4 
  

[5-кратный Вызов 8-«Фильтр-сенции|. 
8 точек [5-кратный Вызов 4-—вильтр-секции| 

9 тоики | $—-кратный 8ыз0ов 2-фильтр-секции| 
Прямое использование 

2 тоики| 2-точечьох брильтрацич 108 206 

  

  

    
  

Илгоритм #5 
  

[3-кратный Вызов 8-фильтр-секции| 

8 точек |З—кратный выз08 4 фильтр-сенции | 
4 точки | 5- кратный вызов 2-фильтр-сенции| 

Прямое использование 
2 точки |2 -точечной бральтрации 81 260 

  

  

    
  

  

Рис. 9.5. Некоторые алгоритмы 1!6-точечных КИО-фильтров. 

Если п достаточно велико, то рассматриваемый алгоритм 

с п!.585 умножениями становится хуже алгоритма, основанного на 

БИХФ и содержащего О (п 105 п) умножений. Значение п, для кото- 

рого это происходит, можно сдвинуть, если итеративный алгоритм 

по основанию два заменить итеративным алгоритмом по основанию 

четыре, содержащим в своей начальной форме семь умножений. 

Тогда число умножений растет как 7”!/? == 11-404, 

Для дальнейшей иллюстрации богатства конструктивных вВо3- 

можностей рассмотрим несколько алгоритмов вычисления 16 от- 

счетов фильтра с 16 отводами. Структура алгоритмов показана 

на рис. 9.5. 

Алгоритм 1. Выходы фильтра вычисляются стандартным спо- 

собом. Алгоритм содержит 16х16 = 256 умножений и 16Х 15 = 

= 240 сложений.
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Алгоритм 2. Алгоритм 2-фильтр-секции, в котором для вы- 
числения выходов трех секций с 8 отводами используется любой 
подходящий алгоритм и 4Ж8 дополнительных сложений. Если 

выходы Трех фильтров с 8 отводами вычисляются стандартным 
способом, то каждый из них требует 8Ж8 = 64 умножений и 
8х7 = 56 сложений. В общей сложности получаем алгоритм 
с 3х64 = 192 умножениями и 32 -+- 3X56 = 200 сложени- 
AMH. 

Алгоритм 8. Алгоритм 2-фильтр-секции используется для 
сведения к трем 8-фильтр-секциям, каждая из которых реализуется 
в виде 4ж4 = 16 сложений и трехкратного использования 4- 
фильтр-секций. Если каждая 4-фильтр-секция реализуется стан- 
дартным алгоритмом фильтрации, содержащим 16 умножений и 
12 сложений, то такой алгоритм 16-фильтр-секции в общей слож- 
ности содержит 32 { Зх16 + 9х12 = 188 сложений и 9х 16 = 
= 144 умножения. 

Алгоритм 4 получается из алгоритма 3 модификацией алго- 
ритмов для 4-фильтр-секций, в которой они заменены 4х2 = 8 
дополнительными сложениями и трехкратным использованием 
алгоритма 2-фильтр-секции. Таким образом, этот алгоритм 16- 
фильтр-секции содержит 32 - 3х 16 | 9ж8 = 152 сложения и 
27-кратное вычисление 2-фильтр-секции. Стандартный алгоритм 
2-фильтр-секции содержит два умножения и четыре сложения, 
так что в общей сложности получаем 152 -- 27ж2 = 206 сложе- 
ний и 27Ж4 = 108 умножений. 

Алгоритм 5 получается итеративным использованием 2- 
фильтр-секции на всех этапах; такой алгоритм содержит 260 сло- 
жений и 81 умножение. 

Нельзя сказать, какой из этих алгоритмов предпочтительнее 
других. Только детальный анализ алгоритма в контексте его при- 
менения может сказать, что, например, алгоритм с 206 сложе- 
ниями и 108 умножениями предпочтительнее, чем алгоритм 
с 260 сложениями и 81 умножениями. Все что мы можем сделать, 
это предложить конструктору различные альтернативы. 

9.4. Симметрические 
и кососимметрические фильтры 

Развитые в предыдущем разделе методы можно усилить, если 
коэффициенты задающего фильтр многочлена р (х) обладают до- 
полнительным специальным свойством, а именно, для построения, 
хороших алгоритмов коротких секций фильтра можно воспользо- 
ваться симметрией коэффициентов многочлена фильтра. В мето- 
дах, основанных на преобразовании Фурье, подобные тонкости 
использовать не удается.
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Мы построим алгоритм для малых симметрических и косо- 
симметрических фильтров. Комбинируя эти короткие секции, 
можно строить более длинные фильтры. Для увеличения размеров 
фильтра, к сожалению, нельзя использовать итерацию, так как 
фильтр перестает быть симметрическим. Возможен, однако, дру- 
гой метод. Как мы увидим, вычет симметрического многочлена 
по модулю симметрического многочлена столь тесно связан с сим- 
метрией многочленов, что китайская теорема об остатках позво- 
ляет использовать эти свойства симметрии для построения алго- 
ритмов для длинных симметрических фильтров из алгоритмов для 
коротких симметрических фильтров. 

Фильтр с Ё отводами, описываемый многочленом в (х), назы- 
вается симметрическим фильтром, если многочлен р (х) равен 
своему взаимному многочлену, т. е. если g (x) = x4—'g (x-!) unn, 
эквивалентно, если &; = @:1_;. Фильтр с Ё отводами, описывае- 
мый многочленом & (х), называется кососимметрическим фильтром, 
если многочлен & (х) равен своему взаимному многочлену со зна- 
ком минус, т.е. если р (х) = —хГ р (х"), или, эквивалентно, 
если 5; = —9:1_;. Мы начнем рассмотрение симметрических 
фильтров. Для симметрического фильтра с Ё отводами имеется 
очевидный алгоритм, содержащий для вычисления каждого вы- 
ходного отсчета ([, — 1) сложений и только 2/2 умножений, если Ё 
четно, и (Г + 1)/2 умножений, если Ё, нечетно. В этом очевидном 
алгоритме перед умножением на общий множитель р; склады- 
ваются точки с индексами фи L —i — |. 

Алгоритм Винограда для свертки в случае симметрического 
фильтра строится точно так же, как и ранее. Построим алгоритм 
для вычисления выхода симметрического фильтра с тремя отво- 
дами, на вход которого подается 4-точечный вектор. Пусть 

g (x) = Bex* + gx + Bo, 
d (x) = 3х3 + d.x* + dix -- do 

И 

s (x) = g (x) d (x) (mod (x® — x) (x — oo)). 
Поскольку 4еб $ (х) = 5, то приведение по такому модулю никак 

не сказывается на $ (х). Простыми делителями модуля являются 

четыре многочлена первой степени, каждый из которых в алго- 

ритме приводит к одному умножению. Имеется также простой 

делитель х? -- |, который, как можно было бы ожидать, приводит 

к трем умножениям. Но, как мы увидим, в силу симметрии он 

вносит в алгоритм только два умножения. Пусть 

8° (x) = gl (x) d® (x) (mod x? + 1), 
где 

4) (х) = (41 — 43) х 4 (4 — 4.) 
и 

g) (x) = вх + (в — 8) = вах.
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Таким образом, для вычисления $6) (х) нужно только два умноже- 

‘ния. Остальная часть алгоритма остается без изменений и в окон- 
чательном виде алгоритм записывается равенством 

    

So 10 0 0 0 O [(, {fh © © 9 № 
5 ОТ 1 0-1 G, риа, 
s|_ | 0 1 1 0-1 0 G, 1-1 1-1] ld, 
$3 Oo 1-1-1 0 0 С, 1 0-1! 0 d,| , 

5. Е того С. |0-Ео 1 
‘Ss 00 00 0 HE сю 0 о 1 

где Со E 0 Eo 

С ; a] [81 

G) _ |} -! 
G,| |0 3 ° 

С. 0 5 

с OF         
Этот алгоритм содержит шесть умножений и 14 сложений 

Его можно использовать в методе перекрытия с суммированием 

для реализации симметричной 3-фильтр-секции, содержащей 

1.5 умножений и 4.5 сложений на каждую точку на выходе. 
Даваемый теоремой 9.2.1 принцип трансформаций позволяет 

преобразовать этот алгоритм в алгоритм симметричной (4, 3)- 

фильтр-секции, содержащий 1.5 умножений и 4 сложения на 
каждую точку на выходе. Этот алгоритм дается равенством 

  

  
            

4; 4 43| |Во 

_ |d, d, d, 8 

|4, а, di} [8 
‘|0, а, 4 

fy 1 1 0 OfG, ]П о о o-1-1 Ofa, 
O1-1 0-10] С, O11 1 «1 1 Ofd, 

~ 101 1-1 00 G, O-1 1-1 1 1 Offa? 

lo 1-1 0 11 G, 0 1 0-1 0 0 Old, 

с. |0 0-Е о г го, 

GJlo-1 0 0 0 0 144 

где Со Г | FS 

G, 2 al (8 

G) |; -5 

с] jo 1 ‘ 
с] |0 \' 

с и 09        
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Причина того, что в данном случае алгоритм для симметриче- 
ского фильтра оказывается лучше, чем для несимметрического 
фильтра, кроется в том, что один коэффициент симметрического 
многочлена равен нулю. Это простейший пример общего фено- 
мена приведения симметрического многочлена по модулю сим- 
метрического многочлена. Пусть 

8 (*) = вх + ве - Box” + Bx + Bo. 
и рассмотрим вычеты 

gl) (x) = g (x) (mod x* + 1), 
g'?) (x) = g (x) (mod x* + x + 1), 

5(3) (x) = g (x) (mod x* — x + 1), 

g4) (x) = g (x) (mod x* + 1). 

Легко проверить, что эти вычеты равны 

8 (х) = 280 — 82, 

82) (х) = (6% + м — #2) X + (Bo + #1 — 62) = 

= (x + 1) (Bo + 81 — Be), 

g) (x) = (—Bo + Bi + &2) ¥ — (—Bo + Bi + &2) = 

= (х — 1) (—8 + & + Be), 

gt) (х) = в - вх + вах = х (ах вх + Во). 
В каждом случае число независимых коэффициентов на два 
меныце, чем в соответствующем модуле т(®(х). В силу симмет- 
рии один из ‘независимых коэффициентов пропадает. Вообще 
говоря, вычет представляется в виде произведения симметричес- 
кого многочлена степени 4еб т@) (х) — 2 на дополнительный 
многочлен, не содержащий неопределенных коэффициентов. Так 
как нас интересуют только вычисления вида 

st) (x) = gl (x) dl (x) (mod m (x)), 
то Мы можем запрятать этот дополнительный множитель, «спря- 
Tap» ero в переопределенном остатке 4@) (х). Пусть 

A) (x) = d (x) (mod x? + 1), 

d(2) (x) = (x + 1) d (x) (mod x? + x + 1), 

di3) (x) = (x — 1) d (x) (mod x* —x + 1), 

4“) (х) = ха (х) (mod x* + 1). 

Тогда вычеты &(® (х) переопределятся по правилам 

8 (х) = 28 — В», 
042) (х) = во + #1 — №»,
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gi?) (x) = —8o 1 & + Se 
5“) (х) = ах + Bex + fh. 

Для вычисления каждого из остатков st!) (x), s{2) (x) ws) (x) 
потребуется два умножения, а остаток 514) (х} надо вычислять как 
линейную свертку с последующим приведением по модулю х“ -+ 1. 
Эта линейная свертка представляет собой прохождение 4-точеч- 
ного вектора через симметрический фильтр с тремя отводами. 
Алгоритм такой фильтрации с шестью умножениями мы уже 
построили. 

Используя построенные фрагменты, можно формировать ал- 
горитмы линейной свертки для симметрического фильтра с пятью 
отводами. Предположим, что требуется построить алгоритм вы- 
числения последовательности на выходе такого фильтра, если на 
его вход подается б-точечная последовательность. Тогда выберем 

m (x)= x(*e—I «t+ Ll) @— wo) G? 4+ 1 Y—-—x«+ 1) x 

x (x? + x + 1). 

Каждый из первых четырех многочленов приводит в алгоритме 
к одному умножению, а каждый из остальных трех — к двум 
умножениям. Окончательный алгоритм будет содержать десять 
умножений (1.67 умножений на один отсчет на выходе). 

Предположим, что требуется пропустить через этот же фильтр 
14-точечную последовательность. Тогда к использовавшемуся 
ранее многочлену т (х) добавим еще один множитель, х“ - 1. 
Это добавит в алгоритм еще шесть умножений. Окончательный 
алгоритм будет содержать 16 умножений (1.14 умножений на 
один отсчет на выходе). 

В общем случае необходимы симметрические фильтры с числом 
отводов, большим пяти. Следующая теорема говорит о том, как 

надо выбирать модули для того, чтобы строить алгоритмы для 

больших симметрических фильтров из малых симметрических 

фильтров. 

Теорема 9.4.1. Пусть четное число t ne меньше четного п 

и пусть г (х) обозначает остаток от деления симметрического 

многочлена в (х) степени Ё на симметрический многочлен т (x) 

степени п над основным полем С. Тогда г (х) можно записать 

в виде 

r (x) = f (x) r’ (x) (mod m (x)), 

где г’ (х) представляет собой симметрический многочлен степени 

пи [(х) — некоторый многочлен над основным полем С (не 

зависящий, следовательно, от коэффициентов многочлена g (x)). 

Доказательство. Без потери общности можно полагать, ЧТО 

многочлен т (х) приведен. Так как т (х) является симметрическим
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многочленом степени п, TO m (x) = x"m (x4). Ecan n= t, To 
положим 1 (х) = т (х}; в противном случае, пусть 

m’ (x) = m (x) + х—"т (х). 

Этот многочлен является симметрическим степени Ё так как 

хе [т (хохот (хх = хРтт (ХХ + m (x). 

Определим многочлен р” (х) равенством 

xg’ (x) = g (x) — got’ (x). 

Многочлен хб” (х) при делении на т (х) дает тот же остаток, что 
и многочлен д (х), но многочлен 5’ (х) является симметрическим 
и его степень равна четному числу, которое по меньшей мере на 
два меньше степени многочлена р (х). Если степень многочлена 
5’ (х) не меньше и, то этот процесс можно повторить до тех пор, 
пока не получим многочлен г’ (х} степени п — 2. Тогда остаток 
от деления многочлена х(—"+2'/27” (x) Ha т (х) равен остатку от 
деления с (х) на т (х). Для завершения доказательства положим 

f(x) = Ring [к-т]. п 
Теперь мы перейдем к алгоритмам для кососимметрических 

фильтров. С этой задачей мы справимся значительно скорее, 
указав, как алгоритмы для симметрических фильтров можно 
превратить в алгоритмы для кососимметрических фильтров. 

Теорема 9.4.2. Пусть кососимметрический фильтр содержит 
Г. отводов; тогда, если [. четно, то эта задача фильтрации может 
быть решена по алгоритму для симметрического фильтра с Е — 1 
отводами, а если L нечетно, то эта задача ‘может быть решена 
по алгоритму для симметрического фильтра с Г — 2 отводами. 

Доказательство. Предположим, что многочлен & (х) описы- 
вает кососимметрический фильтр с четным числом Г отводов. 
Тогда © (1) = 0, так как 9; = —0т4: для [=0, ..., ([/2) —1. 
Следовательно, (х — 1) делит многочлен р (х). Определим фильтр 

5 (х) = & @®/х — 1). 
Ясно, что многочлен д” (х) задает симметрический фильтр с Ё[ — 1 
отводами. Симметричность фильтра вытекает из того, что, равенство 
g (x) = —x-—Ilg (x-1) влечет за собой равенство 

, | ‚(Г ие = -—(--- 1 (-), 
или равенство 

gi (x) = xb~2g" (x). 
Таким образом, фильтр, описываемый многочленом g (x), 

эквивалентен фильтру с многочленом &’ (х), за которым следует



9.4. Симметрические и кососимметрические фильтры 323 
  

(или которому предшествует) фильтр с двумя отводами, описывае- 
мый многочленом (х — 1). 

Теперь предположим, что многочлен с (х) задает кососимме- 
трический фильтр с нечетным числом Г, отводов. Тогда | и —1 
являются корнями многочлена в (х), так как центральный коэф- 
фициент равен нулю и 

в (1) = (2 git g11-i) + (, dy git B11) = 0. 
г чет. : нечет 

Следовательно, можно определить симметричный фильтр с L — 2 
отводами, задавая его многочленом 

g (x) = g — 1. 
Таким образом, фильтр, описываемый многочленом g (x), SKBU- 
валентен фильтру, задаваемому многочленом 5’ (х), которому 
предшествует (или за которым следует) фильтр с многочленом 
x1. 0 

Фильтры, задаваемые многочленами х —1 или х? — 1, при- 
водят к некоторым дополнительным сложениям на входе или вы- 
ходе. Следовательно, изменяя соответствующим образом матрицу 
предсложений или матрицу постсложений, мы преобразуем алго- 
ритм для симметрического фильтра в алгоритм для кососимме- 
трического фильтра. Как всегда, если этот алгоритм используется 

‚в методе перекрытия с суммированием, то его следует брать 
в форме алгоритма для линейной свертки. Напротив, если в кон- 
струкции используется метод перекрытия с накоплением, то 
следует воспользоваться даваемым теоремой 9.2.1 принципом 
трансформаций для преобразования алгоритма в алгоритм сек- 
ционной фильтрации. 

Как оказалось, тот же метод, который позволяет свести за- 

дачу для кососимметрических фильтров к задаче для симметри- 
ческих фильтров, позволяет при нечетном числе [. отводов свести 
задачу для симметрического фильтра с Г. + 1 отводами к задаче 
для симметрического фильтра с ЁР отводами. 

Теорема 9.4.3. Если Г. нечетно, то алгоритм для симметри- 

ческого фильтра с Г-+1 отводами получается из алгоритма для 

симметрического фильтра с Г отводами без дополнительных 

имножений. 

Доказательство. Пусть (Ё + 1)-точечный фильтр задается 

симметрическим многочленом в (х) нечетной степени Г. Тогда 

с (—1) = 0, так что (х - 1) делит многочлен & (х). Следовательно, 

g (x) = (x + 1) g’ (x), rae g’ (x) — симметрический многочлен сте 

пени /[/ —1. Таким образом, фильтр, задаваемый многочленом 

с (х), может быть реализован в виде каскада фильтров, задавае- 

мых многочленами x -+ 1 nu g’ (x), без дополнительных УМНО“ 

жений. []
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9.5. Фильтры прореживания и итерполяции 

Фильтром прореживания называется КИО-фильтр, который 
вычисляет только каждый г-й выходной отсчет; часто г равно 2 
или 3. Все прочие выходные отсчеты нежелательны и по- 
давляются, даже если они вычисляются. Можно надеяться на 
существование более простых алгоритмов, не вычисляющих не- 
нужные выходные точки. Филыпр интерполяции действует про- 
тивоположным образом: отсчеты на выходе такого фильтра фор- 
мируются с большей скоростью, чем на входе. Прореживающий 
и интерполирующий фильтры иногда называются фильтром 
с подавлением и фильтром с восстановлением соответственно. 

Конструкции прореживающего и интерполирующего КИО- 
фильтров аналогичны общим конструкциям КИО-фильтров. Од- 
нако, их специфические особенности можно использовать для 
построения более эффективных алгоритмов. В первом случае 
более эффективные алгоритмы можно строить из-за выбрасывае- 
мых выходных точек, а во втором — из-за выбрасываемых вход- 
ных точек. ` 

Для фильтров прореживания алгоритмы линейной свертки и 
алгоритмы секционной фильтрации не связаны между собой 
описываемым теоремой 9.2.1 трансформационным принципом. 
Трансформационный принцип преобразует алгоритм свертки для 
прореживающего фильтра в алгоритм секционной фильтрации 
для интерполирующего фильтра. 

Рассмотрим алгоритм линейной свертки для прореживающего 
в отношении 2:1 фильтра с пятью отводами, на вход которого 
подается 5-точечный вектор. Необходимый выходной вектор 
дается вычислением 

2000 0 Id, 200 011% [oO] [4 

2 в 6% 0 0 d, 82 8 0 d,| + |g, O аз 

  

= 184 8% 82 2, 80| |4,| = [24 8, Bol (a4 8: 8; . 

ОО вв: 82] |4, О в. & О В; 

ОО 0 0 п 2 ld, ОО &. оо 

Алгоритм записан в виде вычисления 3-точечной линейной свертки, 
2-точечной линейной свертки и трех дополнительных сложений, 
сочетающих результаты этих сверток. Таким образом, рассмо- 
тренный алгоритм прореживающей фильтрации содержит восемь 

умножений и 96 сложений иа каждые пять точек на выходе. Если 

этот алгоритм использовать в методе перекрытия с суммирова- 

нием, то для сочетания секций, каждая из которых содержит пять 
входных точек, потребуется еще четыре дополнительных сложе- 
ния. Такой алгоритм будет содержать восемь умножений и 30 сло-
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жений на каждые пять выходных точек (1,6 умножений и 6 сло- 
жений на одну точку на выходе). 

Теперь рассмотрим такую же задачу для секции прореживаю- 
щего фильтра с пятью отводами и тремя выходными отсчетами. 
Алгоритм для такой секции можно записать равенством 

5. а. 4; 4, а а |9 4. 4, 4 | |8 d, 44| |8 

S.| = |d, ds; d,s а, 4. в! = 14% аа 4,| [82| + |4; as] [83]. 

$. а, а, а, а; 4.| |2, Ч: 4 44] [84 4 4 

В этом алгоритме с помощью трех дополнительных сложений 
сочетаются алгоритмы 3-фильтр-секции и (3, 2)-фильтр-секции, 
так что в общей сложности этот алгоритм прореживающей филь- 
трации содержит девять умножений и 26 сложений. 

Посмотрим, какие алгоритмы получаются из построенных 
алгоритмов при их трансформации. Мы увидим, что в обоих слу- 
чаях это приведет к алгоритмам интерполирующих фильтров. 
Трансформация выписанного выше алгоритма линейной свертки 
дается равенством 

le 20 82 Bs O 0| № 

e; O 8g, 8; O O| TS; 

€.} = |0 8 #2 8. 0] |121. 

ез ОО в з0] | 

е4 O O 8 682 24| [1 

Заменим теперь (6%, 6х, ©», 6з, 6а) на (5в, $2, 5в» 55» 54) и (ро, fi» Fas fs, Fa) 
на (ds, dg, da, de, do). Torna 

Sg Bo 82 84 0 OO} Ids d, 0 de O- da} |8o 

$7 ов 0 0 [4 0 d, 0 d,s 0 |2 

Sst = ]0 80 82 #4 0| 144] = 4 0 4 0 4)| [82]. 

Ss 0 O Bg, 8&3 0 | |4, о 4.0 @, O} Ia; 

$4 О Оп во В> 84| [40 4. 0 4, 0 4$ | [84 

Мы получили уравнения для интерполирующего фильтра, по- 

скольку нулю теперь равны входные точки. Таким образом, 

применение трансформационного принципа к прореживающей 

в отношении 2:1 5-фильтр-секции привело к интерполирующей 

в отношении 2:1 5-фильтр-секции. Алгоритм содержит восемь 

умножений.
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Таким же образом, алгоритм прореживающей 5-фильтр-сек- 
ции, записываемый равенством 

$8 80 8 8 8 8480 0 0 0 ide 

Ss} = 10 O By 8, 82 8&3: Bs O O а 

$4 0 0 0 O 8B 8B 82 8 84] |4 

    
может быть трансформирован к алгоритму 

— — 

So 20 00| [4 

5} 20 0| Id, 

$2 82 В 09| [44 

53 8, 8 0 

So} = 18 

5; 0 

5% О 84 & 

$7 0 

0 [5 
Этот алгоритм является алгоритмом линейной свертки, входные 
элементы в которой через один равны нулю, — алгоритм интер- 
полирующей фильтрации, содержащий девять умножений. 

Следующим рассмотрим (на примере) алгоритм симметричной 
прореживающей фильтрации. Построим алгоритм симметрического 
прореживающего в отношении 2 : 1 15-фильтра. Как и в предыду- 
щем примере, разобъем задачу на симметрическую линейную 
8-точечную свертку и симметрическую линейную 7-точечную 
свертку. Согласно теореме 9.4.3 первая из них может быть вы- 
числена с помощью алгоритма фильтрации 8-точечного входа 
в фильтре с 7 отводами. 

Для вычисления обеих линейных симметрических сверток 
воспользуемся разработанным в предыдущем параграфе методом. 
Степень многочлена 

т (х) = х%— Пена о) Ее 
+x+1)0?—x4 14+ 1 

равна 14 и, следовательно, им можно воспользоваться для по- 
строения алгоритма линейной фильтрации 8-точечного входа 
в фильтре с 7 отводами. В разд. 9.4 было определено число умно- 
жений, связанных с использованием в качестве модуля каждого 
из указанных симметрических многочленов. Это приводит к 0©б- 

        0 

О 2.
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щему числу умножений в алгоритме, равному 16. Аналогично, 
выбрасывая один линейный множитель, получаем алгоритм филь- 
трации 7-точечного входа в фильтре с 7 отводами, содержащий 
15 умножений. Следовательно, для решения рассматриваемой 
задачи можно построить алгоритм, содержащий 31 умножение. 

9.6. Автокорреляция 
и взаимная корреляция 

Выражение вида 
МЬ—1 

п = 2: Въь 4», i=Q,..., L+WN—2, 

называемое корреляцией, если 5 совпадает с 4, и взаимной кор- 
реляцией, если б и 4 различны, очень тесно связано со сверткой. 
Его можно сделать похожим на свертку, если просто прочитать 
одну из последовательностей в обратном порядке. В принципе, 
любой из рассмотренных нами методов вычисления линейной 
свертки годится для вычисления корреляции. Тем не менее, 
имеется одно практически существенное различие. Длина КИО- 
фильтра обычно намного меньше, чем длина фильтруемой после- 
довательности данных, а входящий в корреляцию «фильтр» в (х) 
на самом деле представляет собой другую последовательность 
данных, длина которой примерно равна длине последовательности, 
обозначаемой многочленом 4 (х); часто длина записи обеих после- 
довательностей неопределена и весьма велика — возможно, не- 
сколько сотен отсчетов. Хорошие алгоритмы разбивают в и d 
на секции. 

Мы начнем рассмотрение с вычисления автокорреляции 
N—1 

n= У 44, i=0, ..., n/2 — 1, 

k=0 

возможно, опуская в сумме деление на №. В интересующих нас 
задачах длина М блока данных значительно больше длины 1/2 
блока выходных данных, так Что использование для вычислений 
преобразования Фурье длины № было бы слишком расточитель- 
ным. Разобьем сумму на части по п слагаемых в каждой из частей, 
и будем решать, задачу, используя преобразование Фурье длины п. 
Запишем 

L—I a 

rr= re’, 
rye <0 

п/2—1 . (2) ] i=0, eeey n/2 — 1, 
Гр = WT У dp+-inp2dk+injr4t 1=0,..., L—l1,
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и РЁ (и/2) = №. Таким образом, задача свелась к вычислению 
вектора Г) для [= 0, ..., [ —1, который мы будем находить 
используя БИФ и подходящую циклическую свертку. 

Определим два вида блоков длины й — один состоящий пол- 
ностью из данных, и второй, состоящий наполовину из нулей. 
Позже будет показано, как избегать блоков первого вида. Пусть 

4 — distin, ф=0, ..., П/2 — 1, 

0, i=n/2, ...,n—l, 

И 

20 = ани ix0,...,.n—1. 
Тогда 

п—1 

м = У} акб, i=Q, ..., n/2— 1. 
k=O 

Пусть 2) и С() обозначают векторы, полученные преобразова- 
нием Фурье из векторов @&‘!) и 5. Тогда согласно задаче 1.10, 

$ = РИС равно преобразованию Фурье циклической кор- 
реляции 

п— 

(1) . 
$5} = p> An (i+k))> $ — 0, ...у # — 1, 

и половина из этих компонент дает искомые нами величины 

ri) = st, i= 0Q, Фу n/2 — 1. 

Таким образом, сначала мы вычисляем вектор 

L—| 

$. = ¥ DEG, k=0, ..., n—1, 
[=0 

а затем вычисляем его обратное преобразование Фурье $ и пола- 
гаем г; = (1/М№) $; для # = 0, ..., п/2 — 1. 

Для завершения описания алгоритма покажем, как исключить 
некоторые вычисления. Вместо использования БИФ для вычисле- 
ния С‘) воспользуемся формулой 

Gi) — pi + (—1)"D{t", 

Эта формула является прямым следствием свойства задержки для 
преобразования Фурье; умножение в частотной области Ha oF 
соответствует временному сдвигу на 6 позиций. Если В = n/2, 

I k ce 
то это соответствует умножению р? на (—1)\^. Во временнбй
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области происходит сдвиг ненулевых позиций BekTopa d(é+) 
в нулевые позиции вектора @‘); во временной области сумма 
равна 5(), и, следовательно, в частотной области сумма равна С“). 

Таким образом, это вычисление можно записать в виде 

1—1 # 

$, = Я [+ (—1 Df"). 
[=0 ° 

Алгоритм завершается вычислением обратного преобразования 
Фурье. 

Блок-схема вычислений в окончательном виде показана на 
рис. 9.6. Отметим, что каждый цикл содержит только один БИФ- 
алгоритм, хотя в начальной точке и в последней точке алгоритма 
добавляется еще по одному БПФ. Таким образом, хотя вычисление 
одной циклической свертки содержит три преобразования Фурье, 
мы построили алгоритм, который в среднем на цикл содержит 
только одно БПФ. 

Все Г. циклов на рисунке показаны одинаковыми, хотя в по- 
следнем из них вычисляется преобразование Фурье для нулевого 
вектора, добавленного в конец последовательности данных; это 
преобразование Фурье можно исключить, модифицировав по- 
следний цикл вычислений. 

Аналогичный метод применим и к задаче вычисления взаимной 
корреляции. Обе последовательности данных разобьем на от- 
резки, комбинируя которые в частотной области, мы уменьшаем 
число необходимых обратных преобразований Фурье. 

Теперь на одном очень подробном примере покажем, как 
можно использовать другие методы в рассматриваемом способе 

r— 

вычисления корреляций. Запишем корреляцию 8 = 2 dni Br 

в матричном виде, 

dy а d, d,-, &o 

а, а, d, d, &) 

= jd, d, а. dis) 82 |, 

d,,. ! а. Ans isn 2 8:41 

  

где г намного больше п. 
Мы опишем структуру алгоритма для частного случая й = 120 

иг == 10 000. Основываясь на некотором опыте, примем произволь- 
ное решение разбить последовательность из 120 выходных точек 

на четыре пакета по 30 выходных точек в каждом, и организуем 

вычисления, опираясь на 60-точечный БПФ-алгоритм Вино- 

града.
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Инициализация 
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Рис. 9.6. Вычисление автокорреляций. 
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В таком блочном виде матричное уравнение принимает форму 

И , - _ 
So dy . Ay dy .-- dy .- Agyy oe Ain] Яо 

Soy dy eee Я dy ewe ux ee ¢ d any “+o Фо d ик RB 29 

Sy dy --- dy dey { dws Rw 

$59 |= Ч» «-- dex dw oe + diy 1859 . 

Sen dy -.. Ч 

Sy Ч --. Ч & 9500             (i 

ity | yy wee Aig | & 10019] 

roe K g (x) u K d (x) добавлены 20 нулевых компонент так, чтобы 
новое значение г = 190 0290 делилось на 30. Каждый из малых бло- 
ков, например, первый 

  

dy vee As 829 

можно вычислить, используя 609-точечный БИФ-алгоритм Вино- 
града и взяв в качестве ответа первые 30 выходных точек. 

Теперь рассмотрим блочную структуру 

    

Зо О. D, О, oe О,» Go | 

$, D, D, D, ore В; 

G33) 

D, D, D, С. р, р, р, 0. | С. 
_ |D, D, D, с, |2 В. Ю, Б, с, 

р, 0, р, С, D, р, Dz Dy! |G. 
D, D, О, С, О, О, р, Dio С, 
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Замечание матрицу постсложение можно сдвинуть ноправ2 после суммь 

Рис. 9.7. Коррелятор. 

где опять дописаны нулевые блоки так, чтобы получалось число 
блоков, кратное четырем. Теперь надо построить алгоритм вы- 
числения вида 

  

$. о, рю о р 
S| |p, D, D, D 
S| |p, D, D, D 

S, р юр, о D 

Это вычисление идентифицируется как 4-фильтр-секция. То, что 
элементами, над которыми выполняются вычисления, являются 
матрицы, роли не играет; можно воспользоваться построенным 
в разд. 9.2 алгоритмом, содержащим девять умножений и 21 сло- 
жение. Каждое из умножений является на самом деле ЗО-фильтр- 
секцией, которую мы уже решили вычислять через 69-точечный 
БНФ-алгоритм Винограда. Это вычисление должно быть повто- 
рено 84 раза, после чего для вычисления нужного ответа надо 
просуммировать все полученные ответы. 

Окончательная форма этого алгоритма вычисления корреля- 
ции показана на рис. 9.7. Символами О; и @, на рисунке обозна-
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чены преобразования Фурье блоков отрезков данных @; и $5... 
Те преобразования, которые используются более одного раза, 
сохраняются, а не перевычисляются. Большинство сложений 
выполняются в частотной области, хотя мы описывали их во вре- 
менной области. Это позволяет уменьшить число необходимых 
обратных преобразований Фурье. Можно еще несколько умень- 
шить число требуемых сложений, если умножение на матрицу 
постсложений в каждом из алгоритмов секций отложить до того 
момента, пока не будут просуммированы выходы всех фильтр- 
секций. Тогда эти сложения будут выполняться только один раз. 

Теперь обсудим сложность такой реализации рассматриваемого 
вычисления, имея в виду число умножений. В общей сложности 
алгоритм содержит 676 обращений к 60-точечному БИИФ-алгоритму 
Винограда, что приводит к 48 672 умножениям. Алгоритм содер- 
жит также 84-кратное использование алгоритма для 4-фильтр- 
секции, каждое из которых содержит девять векторных умноже- 
ний, представляющих собой покомпонентное ‘произведение 60- 
точечных комплексных векторов, для вычисления каждого из 
которых, в свою очередь, необходимо три вещественных умноже- 
ния. Это приводит к 146 080 умножениям. Таким образом, полное 
число умножений в рассматриваемом алгоритме вычисления 
120 точек корреляции последовательностей из 19 000 отсчетов 
равно 194 752. Для задач, в которых требуется вычисление высоко- 
скоростной корреляции, — типа задач обработки радиолокацион- 
ных сигналов, — приведенный на рис. 9.7 алгоритм можно реа- 
лизовать в виде дискретно-логического устройства. 

9.7. Устройства для вычисления БИФ 

Хороший БИФ-алгоритм можно использовать успешно только- 
тогда, когда удается реализовать заложенные в нем возможности. 
Конструируя аппаратурный модуль или подпрограмму, необ- 
ходимо тщательно анализировать структуру алгоритма. 

БПФ-алгоритмы Кули—Тьюки по основанию два и четыре 
обладают регулярной структурой и допускают относительно пря- 

мую реализацию. Алгоритм задается несколькими инструкциями. 
Поэтому, если в программной реализации длина памяти, в кото- 
рой записываются инструкции, является более важным параме- 

тром, чем время выполнения программы, то БИФ-алгоритму 

Кули—Тьюки следует отдать предпочтение перед другими, более 

быстрыми алгоритмами. 
Те же соображения применимы и к аппаратурной реализации. 

Регулярность архитектуры устройства для вычисления преоб- 

разования может оказаться важнее общего числа компонент. 

Тогда опять следует отдать предпочтение БИФ-алгоритму Кули—



334 Гл. 9. Архитектура фильтров и преобразований 
  

Тьюки в силу его регулярности. Регулярность БИФ-алгоритма 
Кули—Тьюки очевидным образом вытекает из его блок-схемы, 
показанной на рис. 9.8 для случая прореживания по времени. 
На всех шагах итерации используется простое 2-точечное пре- 
образование Фурье. Основной вычислительный модуль состоит 
из 2-точечного дискретного преобразования Фурье и фазовраща- 
теля. Показанная на рис. 9.9 диаграмма этого модуля определила 
его название: он называется 2-точечной бабочкой. Алгоритм Кули— 
Тьюки по основанию два с прореживанием по частоте, показанный 
на рис. 9.10, также строится на основе подобной бабочки, диа- 
грамма которой приведена на рис. 9.11. 

Если 2-точечная бабочка задана, в виде ли программной реа- 
лизации, В виде ли аппаратурного модуля, то БПФ-алгоритм Ку- 
ли-—Тьюки по основанию два с прореживанием по времени сво- 
дится просто к определенной последовательности прохождения 
входных данных через 2-точечную бабочку. При каждом таком 
прохождении вычисляется соответствующее преобразование Фурье, 
но индексы данных переставляются. На рис. 9.8 указана пере- 
становка на входных данных, которая предопределяет вычисление 
выходных данных в естественном порядке. При желании можно 
входные данные подавать в естественном порядке, но тогда пе- 
ресечения линий на диаграмме примут более сложный вид. 

При написании программы БИФ-алгоритма Кули—Тьюки 
удобнее выбрать форму, в которой вычисляемые выходные данные 
записываются в памяти в переставленном виде. Перед использова- 
нием этих данных надо выполнить обратную перестановку. Другой 
возможностью является написание программы алгоритма в таком 
виде, ‘когда на каждом шаге итерации вычисленные данные воз- 
вращаются в память в таком порядке, что адресация данных на 
следующем шаге итерации совпадает с адресацией на прошлом 
шаге. Имеется много способов таких перестановок; их детали- 
зация является существенной частью структуры программы или 
аппаратурного модуля. Конструктор должен решить, какая часть 
данных будет переиндексирована при запоминании, какая часть 
данных будет переиндексирована при вызове, и какая часть рабо- 
чей памяти может быть использована сверх того объема, который 
отведен для запоминания входного массива данных. 

Большой БИФ-алгоритм Винограда не является столь регу- 
лярным, так что его реализация не может иметь такого аккурат- 
ного вида. Однако, если приступая к программной или аппара- 
турной реализации, тщательно проанализировать структуру ал- 
горитма, то ее можно сделать достаточно упорядоченной. Проил- 
люстрируем некоторые возможности на примере построения 63- 
точечного БПФ-алгоритма Винограда из 7-точечного и 9-точечного 
БПФ-алгоритмов Винограда. Предположим, что в малых БПФ- 
алгоритмах Винограда матрицы профакторизованы в виде \/’. =
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<< м" Рис. 9.11. Двуточечная бабочка.



336 Гл. 9. Архитектура фильтров и преобразований 
  

— С.В.А. и \. = С.В.А‹, где В. и В. представляют собой диаго- 
нальные матрицы соответственно размерностей 9 и 11. Тогда 
большой БПФ-алгоритм Винограда записывается в виде 

Wes = (Cz x Cy) (Bz x Bg) (Ay X Ag) = (Cz X Cg) Beg (Az X Ag). 

Каждый из крайних множителей мы будем использовать в виде 
кронекеровского произведения, не производя ‘вычисления новой 
матрицы, равной этому кронекеровскому произведению. Член 
В. Хх В. заменим, однако, на Диагональную матрицу Ваз. 

Реализация рассматриваемого Б]Ф-алгоритма начинается с пе- 
резаписи данных в виде двумерной (7 Х9)-таблицы. Первое умно- 
жение каждого из 7 столбцов таблицы на матрицу А. удлиняет 
столбцы до 11. Следующее за этим умножение каждой из 11 строк 
на матрицу А’ приводит к их удлинению до 9. Теперь данные 
записаны В виде двумерной (9Х 1! -таблицы. Умножим поэлементно 
эту матрицу на 99 констант матрицы Взз, Которые заранее должны 
быть записаны в постоянном запоминающем устройстве. (Более 
точно, В, представляет. собой диагональную матрицу размер- 
ности 99, но для простоты ее здесь лучше рассматривать как 
(Эх 11)-таблицу, элементами которой служат упорядоченные соот- 
ветствующим образом элементы диагонали матрицы Ве.) 

Полученную таблицу данных уменьшим теперь в объеме, 
умножая сначала каждый из 9 столбцов на С,, а затем каждую 
из 9 строк на матрицу С.;. Это приведет к вычислению всех 63 ком- 
понент преобразования Фурье входного вектора, записанных 
в виде (7хХ9)-таблицы. Остается только переупорядочить компо- 
ненты, одновременно записывая их в виде одномерного массива. 

На рис. 9.12 иллюстрируется структура использования малых 
преобразований Фурье в 15-точечном БИФ-алгоритме Винограда. 
Из рисунка ясно, как простые логические цепи многократно ис- 
пользуются для реализации указанных функций. Аналогичную 
структуру можно использовать и для других длин преобразова- 
ний. В тех приложениях, в которых необходимо вычислять п-то- 
чечное преобразование Фурье непрерывного потока данных, 
можно воспользоваться конвейерной схемой. Показанная на 
рис. 9.13 конвейерная: архитектура относится к высокоэффек- 
тивному 1008-точечному БИФ-алгоритму. Такая структура может 
быть предложена для гипотетической радиолокационной задачи, 
в которой необходимо вычислять 1008-точечное преобразование 
Фурье бесконечной последовательности данных. Этот способ 
позволяет достигать скоростей вычисления порядка миллионов 
отсчетов в секунду. Входные данные распределяются по банкам 
16-точечных модулей БПФ, пройдя через которые они поступают 
в банк 63-точечных модулей БПФ. Во время обработки данных 
в 63-точечных модулях в 16-точечных модулях начинается об- 
работка следующего пакета данных. Этим достигается одновре-
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менность вычисления обоих БПФ. В такую конвейерную архи- 
тектуру можно добавить параллельно работающие преобразова- 
тели, реализующие необходимые перестановки компонент дан- 
ных. Тогда конвейер будет содержать четыре каскада — два для 
вычислений и Два для перестановок компонент. 

Может оказаться удобным, например, выбрать для первого 
банка девять 16-точечных модулей, а для второго — восемнадцать 
63-точечных модулей. Тогда каждый 16-точечный модуль должен 
в пределах одного пакета выполнять 7 вычислений. Выбор соот- 
ветствующих семи векторов с шины данных регулируется про- 
стыми методами управления памятью и циклическими выборками 
из памяти. Аналогично, передача данных с выхода [6-точечных 
модулей на центральную шину данных управляется некоторым 
фиксированным протоколом. Определенный протокол управляет 
также обработкой данных в 63-точечных модулях. 

9.8. Преобразование Фурье 
ограниченного диапазона 

Предположим, что при п временных компонентах преобразо- 
вания Фурье интерес представляют меньше чем п частотных ком- 
понент. Скажем, имеется приложение, в котором обработке под- 
лежат 10 000 временных компонент. Это позволяет вычислить 
10 000 компонент спектра, из которых нужны не все, а, возможно, 
только 100. Воспользовавшись 10 000-точечным БФ, можно 
вычислить все спектральные компоненты, а затем ненужные 
отбросить. Но лучше воспользоваться прореживающей фильтра- 
пией и преобразованием Фурье ограниченного диапазона. 

Преобразование Фурье ограниченного диапазона относится 
скорее всего к другой области цифровой обработки сигналов; 
оно не представляет собой быстрого алгоритма в том смысле, 
который вкладывается в это понятие в данной книге. Мы только 
хотим упомянуть его как некоторый другой метод, характер 
которого сильно отличается от изучаемых нами алгоритмов. 
В своем большинстве наши алгоритмы носят характер математи- 
ческих тождеств. Вопросы точности относятся к реализации алго- 
ритмов, но не к их построению. Если ответ неточен, то это не вина 
алгоритма, как такового, а скорее связано с невозможностью 
записи чисел бесконечной длины при выполнении сложения и 
умножения. 

В преобразовании Фурье ограниченного диапазона появляется 

новый феномен. Оно представляет собой ке математическое тожде- 

ство, а всего лишь приближенное вычисление, хотя и дает сколь 

угодно точное приближение. Общий вид преобразования Фурье 
ограниченного диапазона представлен на рис. 9.14.
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Рис. 9.14. Вычисление преобразования Фурье ограниченного диапазона. 

Центральной теоремой в исследованиях прореживающих филь- 
тров является теорема отсчетов. Скорость отсчетов временного 
дискретного сигнала не может быть меньше скорости Найквиста. 
Если скорость отсчетов сделать меньше, чем удвоенная максималь- 
ная частота ненулевой компоненты, то эти компоненты начинают 
«накладываться» на компоненты с меньшими частотами, создавая 
фальшивый «образ». 

При вычислении преобразования Фурье ограниченного диапа- 
зона данные сначала пропускаютбёя через низкочастотный проре- 
живающий фильтр, который подавляет Ненужные спектральные 
компоненты и сохраняет те спектральные компоненты, которые 
представляют интерес. Практически используемые низкочастот- 
ные фильтры, построенные методами дискретной техники, не 
являются совершенными низкочастотными фильтрами. Они не- 
много изменяют нужные спектральные компоненты и не полностью 
подавляют нежелательные спектральные компоненты, так что 
преобразование Фурье ограниченного диапазона не является 
точным. 

После выполнения прореживающей фильтрации для вычисле- 
ния нужных спектральных компонент можно воспользоваться 
БИФ-алгоритмом малой длины. Если полоса нужных спектраль- 
ных компонент начинается не с нуля, то надо просто ввести пока- 
занный на рис. 9.14 модулирующий множитель 6“. Это обеспе- 
чивает такой частотный сдвиг представляющих интерес частотных 
компонент, что они начинаются с нуля. 

Задачи 

9.1. Доказать, что если п равно степени двух, то п-фильтр-секция, построенная 

итерацией 2-фильтр-секции, содержит М (п) = 71082 3 умножений и число 
сложений, описываемое рекурсией 

А (п) = 2n + 3A (n/2) 

с начальным условием А (1) = 0. 
9.2. Отталкиваясь от описанного в гл. 3 алгоритма двумерной 3-точейной линей- 

ной свертки, построить методом итерации двумерную 9-точечную линейную 
свертку. , 

9.3. Для линейной свертки можно предложить метод перекрытия, который 
по своему духу будет чем-то средним между методом перекрытия с накопле-
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нием и методом перекрытия с суммированием. Выписать уравнения для 
этого гибридного метода. Каковы его преимущества и каковы недостатки? 

9.4. Доказать, что алгоритм, вычисляющий три последовательных отсчета на 
выходе симметрического фильтра с четырьмя отводами, должен содержать 
по меньшей мере пять умножений. 

9.5. Допустим, что имеется устройство (в виде жесткого модуля или подпро- 
граммы) для вычисления 315-точечной циклической свертки, и что необхо- 
димо пропустить вектор, содержащий 1000 отсчетов данных, через КИО- 
фильтр с 100 отводами. Описать, как нужно разбить данные и организовать 
вход и выход устройства свертки для того, чтобы произвести необходимые 
вычисления. 

9.6. а. Построить содержащий семь умножений алгоритм 4-точечной симметрич- 
ной фильтрации вектора с четырьмя компонентами. 
б. Построить содержащий шесть умножений алгоритм 4-точечной косо- 
симметрической фильтрации вектора с четырьмя компонентами. 

9.7. Если последовательность данных Я является комплексной, то автокорреля- 
цию обычно определяют равенствами 

N—I 

Г; — У di, Ap, # =0, ooo g N+L—2. 

k=0 

Показать, как надо изменить блок-схему на рис. 9.6 для того, чтобы она 
стала пригодной для обработки комплексных данных. 

9.8. Для вычисления сверток можно использовать метод перекрытия с накопле- 
нием и короткие РПФ-алгоритмы, добавляя к ним некоторые поправочные 
члены. Используя 48-точечный БПФ-алгоритм Винограда, применить этот 
метод для вычисления 25 точек на выходе КИО-фильтра с 25 отводами. 
Сколько сложений и умножений потребуется в таком алгоритме? 

9.9. Выписать алгоритм 3-фильтр-секции для поля комплексных чисел. Сколько 
вещественных сложений и умножений содержит алгоритм? 

Замечания 

Методы перекрытия для вычисления данных линейных сверток разбиением 
их на отрезки представляются естественными и использовались, по-видимому, 
независимо во многих работах. Стокхэм первым (1966) отметил, что сочетание 
БПФ-алгоритма Кули — Тьюки с теоремой о свертке дает хороший способ вы- 
числения циклических сверток. Агарвал и Баррас (1974) показалн, как можно 
одномерную свертку преобразовать в многомерную свертку, используя схему 
переиндексации, которую мы назвали гнездовым или итеративным методом. 
Эта конструкцня представляет собой одну из форм секционирования по методу 
перекрытия с накоплением, в котором секции упорядочены в внде матрицы. 

Та же самая идея, но основанная на методе перекрытия с суммнрованием, была 

предложена Дюбуа и Венецианопулосом (1978) для вычисления больших цикли- 

ческих сверток. Конструкции хороших алгоритмов коротких секций фильтров, 
включая симметрические и кососимметрические фильтры, были описаны Вино- 
градом (1979, 1980). Конструкции для интерполирующих секций фильтров яв- 

ляются непосредственным приложением методов Винограда к этим частным 

задачам. Трансформационный принцип описан Хопкрофтом и Мюзинским (1973). 

Метод секционирования для вычисления автокорреляции принадлежит Рейдеру 

(1970). Имеется очень много публикаций, посвященных вопросам организации 

памяти для построения БИФ-алгоритмов. Одной из недавних работ является 

работа Барраса и Эшенбечера (1979). 
Использование прореживания для вычисления преобразования Фурье было 

предложено Лю и Минцером [1978]. Они пошли дальше нашего краткого обзора
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и рассмотрели многокаскадные конструкции прореживающих Фильтров. Обзор 
работ по интерполяции и прореживанию можно найти в статье Крошьера и Ре- 
бинера (1981). 

За исключением числа умножений и числа сложений, мы не проводнли 
сравнений характеристик различных БИФ-алгоритмов, так как, даже если 
отбросить аппаратурную реализацию и рассматривать только программную 
реализацию алгоритма, эти характеристики зависят от точности выбранного 
варианта алгоритма, уровня языка программнрования, архнтектуры процессора 
и искусства программиста. Некоторые исследования характеристик были про- 
ведены Колбой и Парксом (1977), Силверменом (1977), Моррисом (1978), Навабом 
и Макклелланом (1979), Паттерсоном и Макклелланом (1978) и Пандой, Полом 
и Чаттерджи (1983). Было бы опрометчиво заявить, что из всех этих разнообраз- 
ных работ можно сделать единое заключение.



Глава 10 

БЫСТРЫЕ АЛГОРИТМЫ, 
ОСНОВАННЫЕ НА СТРАТЕГИИ 
ДУБЛИРОВАНИЯ 
  

Некоторые хорошие алгоритмы удается строить на основе 
стратегии, которая дублирует алгоритм решения половины задачи. 
Выберем объем задачи п В качестве параметра и разобьем, если 
можно, задачу на две подзадачи объема п/2 той же самой струк- 
туры, что и исходная задача. Если решения этих подзадач можно 
скомбинировать в решение исходной задачи, то получается алго- 
ритм решения данной задачи, который часто оказывается эффек- 
тивным. БПФ-алгоритм Кули—Тьюки по основанию два можно 
понимать как алгоритм, полученный разбиением задачи на две 
половины и дублированием, так как п-точечный алгоритм строится 
из двух (л/2)-точечных БПФ-алгоритмов. Алгоритм итерирования 
фильтр-секций также имеет эту структуру, так как п-фильтр- 
секция строится из двух (п/2)-фильтр-секций. В настоящей главе 
строятся другие быстрые алгоритмы, основанные на делении за- 
дачи пополам и дублировании. Они иллюстрируют способ по- 
строения алгоритмов: пригодных для многих видов задач. 

10.1. Стратегия деления пополам 
и дублирования 

Рассмотрим задачу нахождения многочлена р (х} степени п, 
заданного своими корнями Вь, Вл, .-., Ви_1- Мы должны найти ко- 
эффициенты многочлена р (х) вида 

р (*) = (х— В (* — В... (х — Bn). 

Наиболее естественным путем решения этой задачи является по- 
следовательное умножение на одночлены, начиная с какого- 
нибудь конца, скажем правого, согласно процедуре 

р“ (х) = (х — В ре (х), 1=Ь... 1-1 

при начальной точке р) (х) = (х — Bp). Ha {1-м шаге итерации 
такая процедура требует { умножений и { сложений, что в общей 
сложности приводит к (1/2) п (п — 1) умножениям и такому же 
числу сложений.
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Деление задачи пополам и дублирование позволяет построить 
более эффективный алгоритм. Предположим, что п равно степени 
двух, а именно пл = 2”. (Процедуру легко модифицировать для 
других значений n, пополняя данные фиктивными входами.) 
Положим теперь 

п/2—1 п/2—1 

р’(х) = П (х-— В), р’(х)= П &—В ры) 
{—0 i=0 

H 

p (x) = p” (x) p” (x). 
Последнее равенство в том виде, в котором оно записано, требует 
("/2)* умножений. Если р’(х) и р" (х) вычисляются непосред- 
ственным образом, то каждое из этих вычислений требует 
(1/2) (п/2) (("/2) — 1) умножений. Полное число умножений равно 

(УЕ -е-о 
что не лучше, чем при прямом методе вычислений. 

Для извлечения из стратегии дублирования какой-то выгоды 
надо применить лучшие способы сочетания двух частей вычисле- 
ния р (х) = р” (х) р’ (х). Но эта задача представляет собой линей- 
ную свертку, которую мы столь интенсивно изучали и которую 
можно вычислить не более чем с Ал 105, п операциями, где А — 
некоторая малая константа. Следовательно, полное число умно- 
жений в таком алгоритме не превосходит величины 

М (п) = An logan + 4 (+ — 1), 

которая при болыпих п уже лучше выписанной ранее. Это число 
можно уменьшать еще дальше, применяя к вычислению каждого 
из многочленов р’ (х) и р” (х) ту же самую идею. Каждая из этих 
задач может быть разбита на две и вычислена по алгоритму, со- 
четающему содержащие А (п/2) 105. (п/2) операций решения двух 
половин, Что дает в итоге меньше чем Ап 105. (п/2) операций. 
Продолжая таким образом, мы уменышим число умножений до 

М (п) =А > n loge (n/2i) = A - (logsn — logon). 
i=] 

При не очень малых п эта величина меньше, чем (1/2) п (п — 1), 
так что стратегия разбиения задачи пополам и дублирования 
позволила построить улучшенный алгоритм. 

На рис. 10.1 приведена схема организации вычисления про- 
изведения многочленов с помощью рассмотренной процедуры 
дублирования. Эта схема является хорошим примером так назы- 
ваемых рекурсивных процедур. Рекурсивная процедура представ-
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Рис. 10.1. Процедура ПолиКоэф. 

Замечания: г — глобальная переменная. 

r-+n—l 

Процедура ПолнКоэф вычисляет II («— 6) в увеличивает значение г. 
l=r
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ляет собой искусный программный модуль, который не содержит 
точного описания каждого уровня вычислений, а описывает только 
один уровень, содержащий копию той же самой процедуры. 
Процедура обращается с вызовом к самой себе. Это предполагает 
запись текущих данных в виде стека, который будет описан в 
следующем разделе. При каждом вызове процедуры происходит 
проталкивание вниз существующего стека данных с целью осво- 
бождения чистого рабочего пространства. 

Подобная стратегия дублирования может использоваться для 
решения многих задач. Если задача некоторого вычисления зави- 
сит от некоторого целого числа п, то при п = 2" можно попы- 
таться получить ответ из ответов для двух подзадач с п = 271. 
Рекурсивная форма БПФ-алгоритма Кули—Тьюки с дублирова- 
нием выписана на рис. 10.2. Полезно проследить, насколько от- 
личаются последовательности операций на рис. 9.8 и 10.2. Ре- 
курсивный алгоритм приводит к расточительному использованию 
текущей памяти, так как создает временный стек для запомина- 
ния результатов вычисления преобразований Фурье разных объ- 
емов. С другой стороны, рекурсивную форму алгоритма удобно 
использовать в единой программе, позволяющей вычислять про- 
извольное преобразование Фурье по основанию два. Рекурсивная 
форма может быть также удобна для организации БИФ-алгорит- 
мов по смешанному основанию, так Как легко разветвляется 
в другие подпрограммы. 

Стратегию дублирования обычно удается распространить на 
задачи, в которых параметр п не равен степени двух. Один из 
способов состоит в добавлении достаточного для превращения 

числа п в ближайшую степень двух числа фальшивых итераций, 

хотя иногда, как, например, в случае преобразования Фурье, 

этот способ не проходит. Можно также разбивать задачу на под- 

задачи другого объема, равного, скажем, трети или пятой части 

объема исходной задачи, но, если задача допускает, разбиение 

на половинки, как правило, дает лучший результат. 

10.2. Структуры данных 

Входящий в некоторое вычисление набор данных перед нача- 

лом обработки должен быть соответствующим образом упорядо- 

чен. Данные промежуточных вычислений также подлежат опреде- 

ленному запоминанию; в рассмотренных в предыдущем параграфе 

алгоритмах дублирования для этого использовался обратный стек. 

Двумя основными методами организации данных являются списки 

и деревья. Списком длины Ё называется упорядоченное множество 

из [ позиций; каждая позиция сама может представлять собой 

сложный набор данных, даже, в частности, тоже содержать 

списки.
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C—O Рис. 10.4. Двойной связанный список.     
Список, все элементы которого являются числами, часто назы- 

вается вектором. Если все элементы списка принадлежат некото- 
рому конечному алфавиту, список иногда называется цепочкой. 
Цепочка не обязательно имеет фиксированную длину, но длина 
вектора обычно фиксирована. Различие между вектором и це- 
почкой лежит скорее в применении, чем в существе дела. 

Списком переменной длины называется список, длина которого 
не фиксирована, а со временем растет или уменыпается. Список 
переменной длины может расти или укорачиваться путем добавле- 
ния новой позиции в любую точку списка или удалением позиции 
из любой точки списка, но во многих случаях позиции добав- 
ляются или удаляются только на двух концах списка. Список, 
добавление или удаление позиций в котором происходит только 
на одном конце, — скажем, в вершине — называется стеком, 
или обратным списком, или последним-пришел-первым-ушел-бу- 
фером. Список, в котором добавление позиций происходит на 
одном конце, а удаление на другом, называется очередью, или 
первым-пришел-первым-ушел-буфером. 

Деревом называется такая структура данных, в которой за 
каждой позицией могут следовать одна или более позиций, назы- 
ваемых потомками; пример графического изображения такой 
структуры приведен на рис. 10.3. Каждому узлу соответствует 
позиция данных, и каждая позиция имеет в качестве своих потом- 
ков другие позиции, с которыми она связана. Возможна ситуация, 
в которой несколько узлов дерева соответствуют одной и той же 
позиции данных. В противоположность дереву каждая позиция 
списка может иметь только одного потомка. 

Позиция данных В списке или в дереве может быть достаточно 
сложной, включая, возможно, текст на естественном языке; но
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с точки зрения исследования структуры списков каждая позиция 
рассматривается как некая единица. В памяти вычислительного 
устройства списки и деревья запоминаются с помощью некоторых 
имен, присваиваемых позициям; хорошими именами являются 
адреса ячеек памяти, в которых начинаются данные позиций. 
Список (или дерево) запоминается в виде последовательности 
имен позиций, входящих в список. Список не обязательно запо- 
минать в непосредственной близости к позициям данных. 

Другим, иногда более удобным методом, является метод не- 
прямой адресации, называемый связанным списком; он показан 
на рис. 10.4. Позиции данных появляются в произвольном порядке, 
и каждый вход начинается с адреса следующей позиции данных 
списка. На рис. 10.4 показан двойной связанный список. В двойном 
связанном списке данные записаны двумя способами — скажем, 
в алфавитном и хронологическом порядке — но не обязательно 
запоминаются дважды. Если список часто пересматривается, то 
удобнее пользоваться связанным списком, так как это позволяет 
не двигать данные. 

Организация стека даже из сложных позиций данных реали- 
зуется простым присваиванием адреса первой позиции данных и 
привязыванием к каждой позиции данных адреса следующей по 
списку позиции данных. Для записи новой позиции данных в вер- 
шину стека надо просто привязать адрес предыдущей вершины 
к новой вершине и изменить адрес первой позиции данных на 
адрес новой позиции. Для извлечения позиции данных из вершины 
стека надо обратить процедуру. 

10.3. Быстрые алгоритмы сортировки 

Задача сортировки формулируется следующим образом. За- 
дана произвольная последовательность из я элементов, выбранных 

из множества, на котором имеется некоторый естественный поря- 

док. Необходимо первупорядочить заданную последовательность 

в том же естественном порядке. Алгоритм сортировки может 

относиться непосредственно. к позициям данных и перезаписи их 

в памяти, а может и не затрагивать позиции данных, а оперировать 

только с некоторыми привязанными к ним параметрами. Данные 

сортируются переупорядочиванием списка непрямых адресов. 

Сортировка переупорядочиванием адресов полезна в тех случаях, 

когда объем данных в каждой позиции сам по себе очень велик. 

Предположим, что с каждой позицией данных связан некото- 

рый целочисленный параметр, и необходимо упорядочить позиции 

данных так, чтобы целочисленный параметр менялся от своего 

наибольшего значения к наименыпему. Любая задача сортировки 

может быть сформулирована в таком виде.
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Наивная процедура сортировки состоит в просмотре одной 
позиции за другой и выборе той, которой соответствует наиболь- 
шее значение параметра: Затем так же просматриваются остав- 
пгиеся позиции и находится та из них, которой соответствует 
наибольшее значение параметра. Это продолжается до тех пор, 
пока не будут рассортированы все позиции. В повседневной жизни, 
когда и мало, это вполне удовлетворительная процедура. Однако, 
среднее число шагов в ней пропорционально п”. Для сортировки 
больших списков можно действовать намного лучше. 

Хорошие алгоритмы сортировки основываются на делении 
списка пополам и дублировании. Одним из них является алго- 
ритм сортировки слиянием; его сложность пропорциональна ве- 
личине п 108. п. Разобьем список из пи позиций данных на две 
половины и упорядочим каждую из них. Из этих упорядоченных 
списков половин организуем общий упорядоченный список, сли- 
вая их вместе по следующему правилу. Сравним верхние элементы 
в обоих списках. Выберем из них тот, который соответствует 
большему значению параметра, и разместим его в качестве сле- 
дующей позиции объединенного списка, выбросив из TOH movJIo- 
вины, где он находился раньше. Так как каждая позиция попадает 
в объединенный список после операции сравнения, то в общей 
сложности придется сделать и сравнений. Следовательно, слож- 

ность С (и) алгоритма сортировки слиянием описывается ре- 

курсией 

C(n)<2C (+) tn, 

Эта рекурсия дает оценку сложности для алгоритма сортировки 

слиянием: 
C (n) <n log, n. 

Так как имеется только одно значение аргумента, при котором 

здесь выполняется равенство, то при слиянии некоторые сравнения 

не нужны, так что алгоритм можно немного улучшить. Тем не 

менее, мы полагаем, что эта оценка является достаточно точной. 

Имеются другие способы разбиения задачи сортировки. В ал- 

горитме «быстрой сортировки» случайно выбирается один из па- 

раметров данных в качестве основы для разбиения списка. Харак- 

теристики такого алгоритма являются случайными величинами, 

достатбчно хорошими в среднем, но очень медленными в наихуд- 

ших случаях. 
Так как в алгоритме «быстрой сортировки» параметр разбиения 

списка выбирается непосредственно из данных, то этот параметр 

должен быть случаен. В противном случае можно было бы по- 

строить тестовый список, для которого «быстрый алгоритм» 

оказался бы очень плохим. Например, если в качестве параметра 

разбиения списка всегда выбирать первый вход данных, то «бы-
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стрый алгоритм» будет сортировать список чрезвычайно 
медленно. 

«Быстрый алгоритм» работает следующим образом. Выберем 
случЯйно из данных некоторый элемент с параметром а. Все дан- 
ныё, за исключением а, разделим на два подмножества: те данные, 
параметр которых меньше а, и те данные, параметр которых не 
меньше а. Упорядочим каждое из этих подмножеств и соединим 
их в один список, расположив позицию а между ними. Каждое 
из двух подмножеств упорядочивается по такому же правилу. 

Два списка, на которые разбивается исходный список, содер- 
жат no п — {Г — [и Г элементов, где {$ — случайная величина, 
равновероятно распределенная на множестве 0, ..., 1 — lI}. 
Сложность формирования этих множеств пропорциональна И. 
Средняя сложность сортировки исходного списка из И точек равна 

n—] n—1 

C(n) = An+— ¥ C+} Ca—1-3, 
a) i=0 

где А — некоторая константа. Для п > 2 это приводит к следую- 
щей рекурсивной формуле для сложности С (п) алгоритма «быстрой 
сортировки»: 

n—} 

C(n) = Ant+— > Cli) 
i=0 

при начальных условиях С (0) = C (1) = 0. (Mxorga предпочи- 
тают полагать С (0) и С (1} некоторыми малыми константами, 
но это мало что меняет и никак не влияет на асимптотику слож- 
ности.) Покажем, что при п >22 величина С (п) меньше, чем 
2An log n. Доказательство проведем индукцией: предположим, 
что для всех «< и величина С (Г) меньше, чем 2АЁ ш. #. Это 

справедливо для п = 2. Тогда 
п—1 

4А . . 
С (и) < Ап + a 1 In, i. 

i=2 

Так как функция { ш.{ выпукла, то правую часть можно огра- 
ничить величиной вида 

п 

С (п) < Ап 444 { xin, xdx. 
2 

Следовательно, 
a 

C(n)<An4 [ни — 4 | =2Aningn.
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Средняя характеристика алгоритма «быстрой сортировки» асимп- 
тотически лучше средней характеристики алгоритма сортировки 
слиянием, но в наихудшем случае характеристика становится 
намного хуже. 

10.4. Рекурсивное быстрое 

преобразование Фурье 

по основанию два 

Комплексное преобразование Фурье по основанию два опре- 
деляется формулой 

п_1 

У, = J ofy,, k=0, ...,n—I, 
t=0 

где п = 2т, т — целое число и У — вектор с комплексными компо- 
нентами. В гл. 4 мы интересовались построением алгоритмов, 
представляющих собой малый пакет уравнений, непосредственное 
применение которых позволяет вычислить преобразование Фурье 
радиуса два. Этот способ очень подходит для длин п, равных 8 
или 16, но может оказаться неподходящим при болыцих п. В на- 
стоящем параграфе мы выпишем алгоритм по основанию два 
в рекурсивной форме. Входные данные в комплексном виде мы 
выбираем потому, что при п = 32 и более эта форма алгоритма 
применительно к комплексным данным эффективнее, чем двойное 
использование БИФ-алгоритма для вещественного входа. 

Так же, как и в гл. 4, воспользуемся методом Винограда для 
разбиения вычисления преобразования Фурье на отдельное вы- 
числение компонент с четными индексами и компонент с нечет- 
ными индексами. Для обработки компонент с четными индексами 
заменим Ё на 2ЁЕ и запишем 

п/2—1 

У-ь — Хх (о: + Uit-n/2) 2, k= 0, ces n/2 — |. 

Мы получили п/2-точечное преобразование Фурье нового вектора, 
компоненты которого равны UY - %:4п/2, так что для их вычисле- 
ния требуется п/2 комплексных сложений. Для обработки компо- 
нент с нечетными индексами заменим k wa 2k + 1 и запишем 

п/2—1 п/2—1 

Vora = У, Upp! (28+) + У, Uej,1074F)) (2, р = 
i=0 i= 

— 0, eee, п/2 — I. 

Эти две суммы будут рассматриваться отдельно. Для их сочета- 
ния потребуется еще п/2 комплексных сложений.
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В первой сумме выписанного уравнения необходимо вычис- 
лить только первые компоненты для k = Q, ..., n/4 — 1, так как 
в дальнейшем они повторяются. Эти компоненты представляют 
собой (п/4)-точечное преобразование Фурье вектора с компонен- 
тами Up;0*!; для вычисления последнего вектора требуется 
(3/4) п — 8 вещественных умножений (так как это вычисление 
содержит п/4 — 4 комплексных умножений, каждое из которых 
может быть выполнено с тремя вещественными умножениями, 
и два комплексных умножения, для вычисления каждого из 
которых нужно только два вещественных умножения) и столько же 
сложений. 

Основная часть рассуждений связана с вычислением промежу- 
точного результата, 

n/2—I 

tons = » ло И, 0, ..., п — 1. 

Так как порядок элемента ® равен п, то вычисления в показателе 
степени должны проводиться по модулю п, где п = 2”. Все эти 
вычисления представляют собой умножения нечетных чисел по 
модулю 2”. Согласно теореме 5.1.8, относительно операции умно- 
жения по модулю 2" множество нечетных чисел образует группу, 

изоморфную группе 72 X 77? и, следовательно, имеет две обра- 
зующие. В качестве таких образующих можно выбрать 3 и —1; 
тогда множество показателей степени образует мультипликатив- 
ную группу {31 (— 1)": [= 0, ..., 2"? — 1; Г = 0, 1}, групповой 
операцией в которой является умножение по модулю 2”. На вход- 
ных и выходных индексах это задает соответственно подстановки 

9i-+1=3!(—1)" uw Qk+1=3-(—1)-". 

При таком представлении индексов предыдущее уравнение при- 
водится к виду 

ри r =0, ..., 22] 
_— , 3i—r (1 —* ? ’ ? 

7 Хо № 9, ИНО, Ь 
где элементы #, ‚’ И 9: г’ двумерных таблиц равны тем компонен- 

там Бьа И 1, Индексы которых определяются выписанными 

выше подстановками. Рассматриваемое уравнение преобразуется 

при этом в двумерную циклическую свертку: 

t(x, y) = g(x, y)0(x, y) (mod x?” — 1)(mody? — 1), 
где д (х, и) равен обобщенному многочлену Рейдера, 

т , , 

gx y= У» эх, 
1 ‘=0 1{=0
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ао (х, и} и 1(х, и) представляют собой многочлены от двух пере- 
менных, задаваемые входными и выходными данными соответ- 
ственно равенствами 

gm—2_| 

u(x, y) = x № v1, x'y", 

mn 1 

t(x, y) = х 2 нех 

Чтобы задать многочлен о Oc, | и по компонентам 9.:.1, нужно вы- 
полнить только перестановки. Аналогично, для вычисления ком- 
понент Ь».: По многочлену Ё(х, и) нужны только перестановки. 

Структуру легче увидеть, если переписать многочлены в виде 

v (x, y) = Up (x) + yu, (x), t (x, y) = ty (x) + yt, (x) 
И 

gin—2__ om—2_ 4 

g(x, y= x “ox! +» w “x!y = в (х) + 95” (Х. 
9om—2_ 

re g(x)= № “eM! x! 

[ео [бэ 6 [269] 
Если входные данные вещественны, то В (х) = В (х) и вычислять 
надо только 

ty (x) = g (x) vp (x) + =* (х) в (x) (mod x"/* — 1). 

На следующем шаге воспользуемся разложением 
х7/4 —_j= (xr/® __ 1) (x78 + 1) 

и китайской теоремой об остатках. Пусть 

g (x) = g (x) (mod x"/® — 1), 
8) (х) = в (х) (то@ х"/8 - 1), 

и остальные необходимые многочлены определены аналогичным 
образом. Так как согласно теореме 4.6.3 д) (х) = 0, то вычислять 
надо только члены, содержащие в” (х): 

POX] — fe) ag * OO] Ju? 
Moxy] [eM OX) #00) | 7] ° 

Далее воспользуемся алгоритмом 2-точечной циклической свертки 

Mog} fr 1) [eGo + 200] 1 1] [Ped 
NE [= Hex — 2*o]] 1-1] fePod] ° 

Тогда
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Puc. 10.5. Рекурсивная форма БПФ-алгоритма 
Винограда по основанию два. 

Многочлен > fg) (x) + g(* (x)] conep- 

коэффи- 

циенты, а многочлен lg (x) — 

—g")*(x)] содержит только чисто 
мнимые коэффициенты. Следовательно, 
задача свелась к вычислению четы- 
рех произведений по модулю х"!8 -{ | 
многочленов с вещественными коэф- 
фициентами. Теоретически, каждая 
из этих задач требует п/4 — 1 веще- 
ственных умножений; практически из- 
вестные алгоритмы требуют несколько 
большего числа умножений. 

На рис. 10.5 приведена блок-схема 
описанного рекурсивного вычисления; 
на рис. 10.6 затабулированы по- 
лучаемые при этом характеристики. 

ЖИТ только вещественные 

Рис. 10.6. Характеристики некоторых БПФ-ал- 
горитмов Винограда по основанию два. 
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Вход В 2”- тоцеиное 6/0 

  

остановить 

вВыцисления     
  

Вызов 2”! - 
точечного OS) 

  
  

      

  
  

Вызов 2"-? - 

ипочецного 6ПФ     
  

  
у" = 2” 
  

4-кратные вызов 

полиномиального 

произведения , 
ng modynto x"+4     
  

  у 

Сочетание 

частичных 

резильтатов 

Выход 

  

    
  

  

Вещественные входные данные 

Число вешцественных 
умножений 

  

Комплексные входные данные 

Чнсло вещественных 
умноженнй 

  

  

Длнна Чнсло ве- Чнсло ве- 
щественных щественных 
сложеннй сложений 

нетрн- полное полное 
внальных внальных 

2 0 2 2 4 4 
4 0 4 8 8 16 

8 2 8 26 16 52 
16 10 18 74 20 36 148 

32 36 50 68 96 
64 [02 124 188 232 

128 258 294 468 540 

256 608 666 1092 1208 
512 1370 1464 2444 2632 

1024 2994 3146 5316 5620



356 Гл. 10. Быстрые алгорнтмы, осиованные на стратегии дублирования 
  

10.5. Быстрая транспозиция 

Во время обработки больших двумерных таблиц, подобных 
оцифрованным изображениям, процессор может воспринять только 
малую часть этой таблицы. Например, для запоминания (1024 х 
х 1024)-таблицы требуется более, чем миллион ячеек памяти и 
более, чем два миллиона, если таблица комплексная. В большин- 
стве случаев таблица запоминается во внешней памяти системы 
и считывается по частям в оперативную память процессора. Как 
правило, (п Х п)-таблица запоминается по столбцам (или по 
строкам) во внешней памяти, и в каждый момент времени между 
оперативной памятью и внешней памятью происходит обмен одним 
столбцом. Обмен двух элементов из двух различных столбцов 
столь же трудоемок, сколь обмен двух целых столбцов. Таким 
образом, для формирования одной строки матрицы приходится 
считывать п столбцов, а для формирования всех строк приходится 
считывать п* столбцов, так что прямое транспонирование матрицы 
приводит к считыванию и? столбцов. 

В тех приложениях, в которых оперативная память мала, для 
перестановки строк и столбцов во внешней памяти можно пользо- 
ваться алгоритмом быстрой транспозиции. Мы рассмотрим случай, 
когда оперативная память допускает запоминание двух столбцов 
из квадратной таблицы. Это наиболее интересный и позволяющий 
продемонстрировать все основные идеи случай. Для транспони- 
рования (п Хх п)-таблицы во внешней памяти алгоритм делает 
п 105. п считываний столбцов в оперативную память. Если в опе- 
ративную память нельзя записать двух столбцов, то алгоритм 
приходится дублировать, что снижает его эффективность; если 
оперативная память допускает запись более двух столбцов, то 
алгоритм можно улучшить на некоторую константу. 

Транспонирование матрицы, записанной в оперативной памяти 
прямого доступа, является тривиальной задачей, так как реали- 
зуется простым изменением адресов при вызове данных. Мы будем 
полагать, что транспонирование малых матриц сводится к считы- 
ванию таблицы в оперативную память и последующему считыва- 
нию ее во внешнюю память. Пусть (2” х2")-матрица А разбита 
на блоки размерности 2”! в виде 

Ш Ay xy. 

Аз Age 

Предположим, что у нас имеется способ вычисления матрицы 

T T 
Ai, Ajo 

T T 
Ao: Ads
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Тогда для вычисления матрицы 
T т 

Ai Agi 
T T 

Aio Ade 
. т T 

достаточно переставить матрицы А! и Аз1. Это можно сделать, 

считывая и одновременно переставляя один столбец из А1о с одним 
T . 

столбцом из А2!. Для полной перестановки матриц потребуется 
переставить п/2 пар столбцов (или п столбцов). 

Т 
Теперь применим эту идею рекурсивно к вычислению Аи, 

Т Т Т Т 
А, Ари А22, разбивая каждую из них на подблоки. Так как А! 

и А/1 расположены в одних и тех же столбцах таблицы, то входя- 
щие в них транспозиции выполняются перестановкой одних и 
тех же столбцов. Таким образом, каждый уровень рекурсии за- 
трагивает ип столбцов, а всего уровней имеется 105, п. Следова- 
тельно, в противоположность прямому методу транспонирования 
матрицы, содержащему 7? перестановок столбцов, построенный 
быстрый алгоритм транспозиции содержит п 108, п перестановок 
столбцов. 

10.6. Умножение матриц 

Произведение матриц размерности два 

| oy 7 № | i a 

Cor Coo} [Ger Gee} | er See 

МОЖНО ВЫЧИСЛИТЬ MO правилам 

Cyy = Ay by, Е а1эбал, 

С12 = аб» 1 Ayebee, 

Coy = @э1ба1 -- алобл, 

Cop = @21б12 -- @22бз», 

из которых следует, что так организованное вычисление содержит 

восемь умножений и четыре сложения. Алгоритм Штрассена 

позволяет так организовать вычисление, что оно будет. содержать 

семь умножений. 

В алгоритме Штрассена сначала выполняются следующие 

вычисления: 

My = (dy, — Gee) (В: 1 boo), 

т» = (ал: + ee) (611 + 522); 

Mg = (Qu, — a1) (bu + bis), 

та == (ап + Ate) Doe,
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ть = а11 (51, —6..), 

Тв — @2 (651 — bx), 

ny = (ал + Qo) Бал. 

Затем элементы произведения матриц вычисляются по формулам 

си = И + т — my + Me, 

Та + Ms, 

Co1 Тв + Mz, 

Con = My — Ms + Ms — My. 

C12 

В матричном виде алгоритм Штрассена записывается равенством 

С 11 0-1 01 OffG, jf oo 1 1b, 

Cy 000110 Of G, готы 
c,| (000001 1 G, то бы ? 
Cy O 1-1 01 0-1 С. 000 Ib, 

С. 01 0-1 
с того 

| GJ| 10 0 0         
в котором элементы стоящей в центре диагональной матрицы 
вычисляются по правилу 

|
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Алгоритм Штрассена содержит семь умножений и 18 сложений. 
Если одна из двух перемножаемых матриц является постоянной и 
используется много раз, то некоторые сложения можно вычислить 
заранее вне процесса умножения и тогда число сложений стано- 
вится равным 13. 

По сравнению со стандартным алгоритмом умножения матриц 
алгоритм ШШтрассена даже в лучшем случае меняет одно умноже- 
ние на девять сложений. Практически этот алгоритм умножения 
матриц размерности два не дает преимуществ. 

Теперь рассмотрим задачу умножения двух матриц размер- 
ности п. Прямой метод такого вычисления требует п3 умножений 
и (п — 1) п? сложений. Предположим, что п равно степени двух: 
п = 2” для некоторого целого т; в противном случае дополним 
матрицу справа таким количеством нулевых столбцов и снизу 
таким количеством нулевых строк, чтобы п стало равным степени 
двух.
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Произведение матриц С = АВ можно разбить на блоки 

С с — fe a в. в. 

С» С», Аз Ax» В» В». ? 

где каждый блок представляет собой матрицу размерности 27-1. 
Вычисление блоков слева прямым умножением блоков справа 
содержит восемь умножений матриц размерности п/2 и четыре 
сложения матриц размерности п/2. Если все эти вычисления про- 
водить стандартными способами, то полное число умножений 
будет равно 

М (п) = 8 (+) — n, 

A(n) =8(-+—- 1) (+) +4 (+) —(п— 1) п. 

Мы получили те же самые величины, что и раньше, так что стра- 
тегия дублирования не приводит к увеличению эффективности, 
если не воспользоваться некоторыми другими возможностями. 
Такие возможности дает алгоритм НИрассена. 

Алгоритм Штрассена можно применить на уровне блоковых 
матриц, так как он не зависит от свойства коммутативности умно- 
жения. Итак, применим сначала алгоритм Штрассена в следую- 
щем виде: 

М, — (Axe — Ags) (Bor + Boo), 

М, — (Аз ++ Ago) (Buy + Boo), 

М; = (Ay — Agi) (Bir + Biz), 

M, = (Au Е Ay 

М. — Ay (By — Boo); 

M, = Ags (Bo; — Bix); 

M, — (Agi Е А.) Bit. 

Блоки матрицы С вычисляются по правилам 

Cry = M, + M, — M,+ M,, 

Cie — М. + M,, 

C,, = M, + M,, 

С» = М. — M, + M, — M,. 

Если матрица А является матрицей констант, то вместо имев- 

шихся ранее восьми умножений и четырех сложений матриц раз- 

мерности n/2, мы получаем семь умножений и тринадцать сложений 

матриц размерности п/2. Если каждое из этих вычислений прово- 

дить стандартным способом, то для полного числа умножений по- 

лучаем ‚т 
n 

M(n) =7(=-) =n,
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что меньше 73. Для полного числа сложений имеем 

А (п) =7(-5-— 1) (+) + 13 (+) = (51+) п?, 

что при п >> 20 также меньше, чем (п — 1) n?. 
Еще большее улучшение дает рекурсивное использование ал- 

горитма Штрассена, основанное на разбиении блоков на более мел- 
кие подблоки и использовании тех же самых уравнений. В этом 
случае число умножений равно 

М (п) = 7 = 71082" 2 plogs7 = 2-81, 
Число сложений вычисляется сложнее. Оно удовлетворяет ре- 
курсии 

A(n)=7A(4) +13 (+). 

Число сложений больше числа умножений, но также растет как 
п? 81. При достаточно больших п это число меньше числа сложений, 
необходимых в прямом методе вычисления. При п = 1024 число 
необходимых в алгоритме сложений примерно равно числу сложе- 
ний прямого метода вычислений, но число умножений равно при- 
мерно одной четверти от числа умножений прямого метода вычис- 
ления произведения матриц размерности 1024. 

10.7. Рекурсивный алгоритм Евклида 

Стратегия дублирования позволяет ускорить алгоритм Евклида 
и построить алгоритм, сложность которого имеет порядок п 105° п. 
Основные вычисления в алгоритме Евклида описываются уравне- 
НИЯМИ 

зе %x) 
te- D(x) 

0 1 | ane _ A(x) 5(х) , 

1-09) |9) t(x) 

0°( х) 

и 
_ 

tC) ~ 

rye 

1 |0 1 
A(x) =] | one 9 

f=r 

и алгоритм останавливается, когда многочлен ЁГНП (х) обра- 
щается в нуль. 

Ясно, что вычисление матрицы А{'” (х) имеет ту же самую струк- 
туру, что и показанное на рис. 10.1 вычисление произведения мно-



10.7. Рекурсивный алгоритм Евклида 361 
  

гочленов, которое оказалось столь пригодным для стратегии дуб- 
лирования. Поэтому можно ожидать, что стратегия деления задачи 
пополам и дублирования позволит улучшить характеристики ал- 
горитма Евклида. Нам надо набор итераций разделить на две 
группы. Если это деление удастся осуществить так, что каждая из 
групп будет похожа (или может быть сделана похожей) на исход- 
ную задачу, то мы получим рекурсивную структуру. 

Имеется, однако, несколько деталей, о которых следует поза- 
ботиться. Первая трудность состоит в том, что мы не знаем заранее 
число итераций, так что невозможно сказать, когда половина 
итераций завершена. Эту трудность можно исключить, прерывая 
вычисления в точке, в которой выполнена примерно половина 
итераций. 

Другая трудность состоит в том, 4TO Ql) (x) зависит OT 
А-П (х), и, в свою очередь, А“) (х) зависит от ©” (х). Следова- 
тельно, заранее не известны все участвующие в вычислении 
A) (x) его делители. При разбиении на группы необходимо по- 
заботиться о том, чтобы ни один делитель не использовался рань- 
ше, чем он станет известным. Теорема 10.7.1! утверждает, что если 
разбиение алгоритма происходит в правильной точке, то структура 
обеих групп аналогична структуре исходной задачи. 

Пусть матрица АТО (х) факторизуется в виде 

AW) (x) = AW 7+) (x) AU’) (x), 
где | 4160 

В gues] 
. 1 ГО | 

№9 П. [| ^ ео 
для некоторого фиксированного г’. Первая группа уравнений со- 
стоит из г’ итераций, совпадающих с первыми /’ итерациями HC 
ходной задачи. Вторая группа содержит уравнения для г = Г 

1, ..., В: 

(r-1) s(x) he gf) 

QO (x) = are 9 om = AW F(x) Ш * 

Эта группа вычислений, очевидно, имеет ту же форму, что и исход- 
ная задача. 

Первая группа также имеет эту же структуру, но если для ее 
вычисления использовать тот же путь решения, то стратегия деле 
ния задачи не даст ожидаемого улучшения. Чтобы уменьшить слож- 
ность, надо упростить вычисление первой группы. Такое упрощение
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является источником значительной экономии числа вычислений 
и основывается на следующей теореме, описывающей условия, 
при которых возможно усечение делимого и делителя, не изме- 

няющее частотного и остатка. 

Теорема 10.7.1. Лусть два заданных многочлена } (х) и & (Хх), 
степени которых связаны соотношением deg g (x) < deg f (x), 3a- 
писаны в виде | (х) = f’ (x) xt + F(x) u g(x) = g(x) x + 2X), 
где степени многочленов }” (х) и в” (х) меньше некоторого числа k, 
удовлетворяющего неравенству Е < 2 4ев в (х) — 4ес } (х). Пусть 
алгоритм деления приводит соответственно K pasencmeam f (x) = 

= Q(x) 8 (%) +r (x) uF (x) = O (x) g’ (x) +7’ (x). Toeda 
(i) Q(%) = Q (), 

(ii) 7 (x) = 7’ (x) x* +r” (x), где степень многочлена fr” (x) 
меньше, чем k -+ deg f (x) — deg g (x). 

Доказательство. Утверждение теоремы является легко доказн- 
ваемым следствием однозначности алгоритма деления. Начнем 
с равенства 

P(x) = Q (x) и <). 
Тогда 

РР = (x) a! (x) x® + 7’ (x) x* + ff” (*), 

P(x) =, ег + fF" (x) — O (x) 2’). 
B силу однозначности алгоритма деления мы сможем заключить, 

что 

Q (x) = VU (x) wer (x) =r (x) x* + f (x) — QO (x) 8" (&), 
если покажем, что 

deg [r’ (x) x* + fF (x) — Q' (x) g” (x) 1 < deg g (2). 
Но, используя условия теоремы, это легко проверить для каждого 
из трех многочленов, стоящих в левой части неравенства: 

(i) deg Ir’ (x) x*] < deg g’ (x) + k = deg g (x), 

(ii) deg f” (x) < Rk —1 < deg g (x), 

(iii) deg [Q’ (x) g” (x) 1 < deg f’ (x) — deg g’ (x) + k= 

= (deg f (x) — k) — (deg g (x) — k) + k < deg g (x). 
Второе утверждение теоремы получится, если заметить, что из 

неравенств (И) и (111) следует, что степень многочлена }’ (х) — 
— ©’ (^) 5” (х) меньше, чем & + deg f (x) — deg g (x). O 

Следствие 10.7.2. Пусть целое число Е удовлетворяет нера- 
венству 

k <2 deg g (x) — deg f (x).
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Тогда частное © (х) при делении многочлена ]} (х) на многочлен в (Хх) 
не зависит от Е младших коэффициентов многочленов | (х) и в (х) 
и Е младших коэффициентов многочленов f (x) u g (x) оказывают 
влияние только на те коэффициенты остатка г (х), индексы ко- 
торых меньше, чем Е - deg f (x) — deg g(x). O 

Согласно теореме 10.7.1, и многочлен-частное Q (x) H cerMeHT 
многочлена-остатка г (х) могут быть получены при усечении мно- 
гочленов | (х) и # (х) до более коротких многочленов. Мы сейчас 
покажем, что отбрасывание сегмента многочлена-остатка Fr (x) He 
затрагивает некоторые последующие итерации алгоритма Евкли- 
да. На самом деле, если выбрать К разумно, то примерно половина 
итераций может быть вычислена без знания отброшенного сег- 
мента остатка т (х). 

Теорема 10.7.3. Лиусть f (x) =f’ (x) x* + f’ (x) u g(x) = 
= gp’ (x) x* + g” (x), 20e deg f’ (x) < Е и Чев к" (х) < Е. Пусть 
deg f (x) = n, deg g (x) < deg f (x), u nycmoe A’ (x) uA” (x) 
обозначают матрицы из алгоритма Евклида, вычисленные соответ- 
ственно для иитрихованных и нештрихованных переменных. Гогда 
если deg g’\") (x) > (n — k)/2, то для каждого г выполняется pa- 
венство Al” (x) = A’ (x). (Иными словами, частные  оста- 
точных последовательностей, порождаемых в процессе выполнения 
алгоритма Евклида, для нештрихованных и штрихованных пере- 
менных совпадают по меньшей мере до тех пор, пока не будет 00- 
стигнут остаток 9’) (х), степень которого меньше, чем поло- 
вина степени [ (х).) 

Доказательство. Доказательство сводится к применению след- 
ствия 10.7.2 на каждом шаге итерации алгоритма Евклида для не- 
штрихованных и штрихованных переменных при начальных усло- 

виях [0 (х) = [ (х), 8) (х) = в (х) и Г® (х) =[Р @), 8 0) = 
= g° (x). 

Шаг 1. Следствие 10.7.2 можно применять на каждом шаге при 

условии, что выполняется неравенство А < 2 4ев в” (х) — 

— deg f( (х). Но нам дано, что ` 

deg g" (x) > BSF 

  

Мы покажем, что это условие эквивалентно нужному условию, 

связывая степени штрихованных многочленов со степенями не- 

штрихованных многочленов. Эти связи следуют из равенств 

Fos} fot Vr Poo} Go] fe | aa 
ии 1 фо” |"°о LE - бо La "OD
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deg © (х) = 4ев [о (x) — k, 
deg g’ (x) = deg g (x) —k. 

Следовательно, поскольку многочлен-частное является одним 
и тем же многочленом в штрихованном и нештрихованном слу- 
чаях, имеют место равенства 

deg f'(")(x) = deg f'(x) — k, 

deg g’”) (x) = deg g(x) — Rk. 
Таким образом, нам дано, что 

  

_ (r) — 

deg g(x) —k> BSA Sel Woe 
так как n = deg /!®) (x) > deg /'”) (x). Sto HepaBeHCTBO cpa3y CBO- 
дится к условию 

к < 24ев в (x) — deg ff (x), 
так что следствие 10.7.2 можно применять на каждом шаге итера- 
ции, если только на предыдущем шаге итерации многочлен О (х) 
вычислен правильно. 

Шаг 2. Согласно следствию 10.7.2, каждый многочлен-частное 
вычисляется правильно, если только предыдущий многочлен-част- 
ное был вычислен правильно и последний полученный многочлен- 
остаток содержит достаточное число правильных коэффициентов. 
Чтобы проверить последнее условие, опять воспользуемся след- 
ствием 10.7.2, заменив число Ё числом 

ви) — Е-- deg fl" (x) — deg ge (x) 
и полагая Rk) — А. Согласно следствию 10.7.2 к началу r-ro wara 
итерации многочлен-остаток будет правильно вычислен за исклю- 
чением, возможно, младших К“) членов, что согласно тому же 
следствию не влияет на вычисление многочлена-частного при ус- 
ловии, что Rv) < 2 deg g’”) (x) — deg f' (x). Tor daxt, что это 
неравенство выполняется, проверяется следующим образом: 

к — 2 4е5 87 (х) -- Чев [” (х) = Е-Е дев [7 (х) — дев в? (х) — 

— 24ев 5“ (х) -- 4её [7 (х) = Е -- дев [7 (х) — 24ев в (х) < 

<k-+n—2(*t*) =0,   

где использованы неравенства deg f’—") (x) «пи 

дев в“) (х) = дев в” (хе. 
Таким образом, 

  

Ri) <2 deg gtr) (x) — deg fr (x)
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Рис. 10.7. Процедура ЕвкАлг. 

и, следовательно, на 7-м шаге итерации многочлен-частное не за- 

висит от неизвестных коэффициентов. Это завершает доказатель- 

ство теоремы. [1 
Условие «deg g’(") (x) > (n — Е)/2» теоремы для нештрихо- 

ванных переменных можно переписать в виде «ее © (х) >. (п + 

+ 2)/2». Эквивалентность этих условий используется в формули- 
ровке рекурсивной процедуры. 

Разбиение алгоритма Евклида пополам показано на диаграмме 

на рис. 10.7. В основной точке ветвления алгоритма выносится ре
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Рис. 10.8. Процедура Половина ЕвкАлг. 

шение о немедленном разбиении задачи или о выполнении стан- 
дартной итерации алгоритма Евклида, поскольку процедура раз- 
биения и дублирования неприменима. Последнее решение прини- 
мается только в том случае, когда степень многочлена р (х) меньше 
половины степени многочлена f (x). B этом случае стандартная 
итерация алгоритма Евклида на половину снижает размерность 
задачи, и мы ничего не теряем, поскольку процедура дублирования 
неприменима.
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Форма полученной при разбиении второй половины задачи сов- 
падает с формой исходной задачи, так что для ее вычисления можно 
опять вызвать процедуру ЕвкАлг. Первая половина задачи имеет 
аналогичную, но не идентичную форму, так как вычисления сле- 
дует закончить, если степени многочленов слишком малы. Поло- 
вину задачи можно также разбить пополам, так что мы приходим 
к формулировке вычислений в рекурсивном виде. Такая рекур- 
сивная процедура показана на рис. 10.8. Обоснование этой про- 
цедуры можно провести методом индукции. Нам надо показать, что 
вычисляются те же самые итерации алгоритма Евклида, которые 
описываются теоремой 10.7.3. Это всегда выполняется при п рав- 
ном Ги 2, так как в этом случае мы движемся по левой ветви на 
рис. 10.8. При движении по правой ветви в результате первого 
обращения к процедуре «Половина ЕвкАлг» согласно предположе- 
нию индукции степень (ея } (х) уменьшается до (и - 2)/2, что со- 
ставляет примерно 3/4 исходной степени многочлена } (х). Второе 
обращение к процедуре «Половина ЕвкАлг» завершает описывае- 
мые теоремой 10.7.3 итерации. 

10.8. Вычисление тригонометрических функций 

Для вычисления тригонометрических функций обычно исполь- 
зуется некоторое разложение в степенной ряд. Такие методы сильно 
отличаются ‘от рассматриваемых нами методов. Имеется, однако, 
ряд приложений с привкусом стратегии дублирования, для кото- 
рых более подходящими являются описываемые нами методы. 

Первый из рассматриваемых нами методов дается алгоритмом 
одновременного вычисления значений функций sin @ u cos @ npH 

заданном угле 69. Процесс вычисления основывается на тригоно- 
метрических тождествах для удвоения угла 

чт 20 = 2 яп 0 соз 6, 

cos 20 = 1—2 sin’ 8, 

или 
sin 20 = 2 sin @ — 2 sin @ vers 6, 

vers 20 = 2 sin? 6, 

где vers 86 = 1 — cos @. 
Для вычисления начальных значений данный угол @ делится 

на некоторую степень двух и используются приближенные фор- 
9 

мулы для малых углов: Sil т = т И Vers ar = 0. 

Точность алгоритма управляется выбором числа т. Величина 

угла 0 выражается в радианах и расположена в пределах +0. 

Алгоритм автоматически помещает результат в правильный квад-
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рант, так что не требуется никакого специального определения 
квадранта. Окончательным результатом работы алгоритма яв- 
ляется вычисление яЯяпби | — соз 6. 

Для того, чтобы числовые величины не становились слишком 
малыми, введем новые переменные 

X, = 

  

Q7 от 
ол (sin 6), Yn = rc (vers Q),- 

При этом рекуррентные уравнения принимают вид 

Xn — Ха — 2rri—m Xan 

Ха Xn, 
где т обозначает полное число шагов рекурсии, и начальные ус- 
ловия равны ЛХ, = 8, Yo = 0. Ha первой итерации точность 
алгоритма определяется погрешностью начального приближения 
и равна (Хь): = — (1/6) (9/2”")}. Эта погрешность приводит к 
финальным погрешностям, ограниченным сверху величиной 
(1/6) 132-2"; 

(sin 6), < = л32—т,  (с056). < —- л82—2т, 

Следовательно, если при умножении обеспечено достаточное число 
точных битов, каждый шаг итерации увеличивает точность в двух 
битах. 

Второй тригонометрический алгоритм представляет собой метод 
поворота. Его можно использовать для вычисления декартовых 
координат точки, повернутой на угол @, 

x’ cos@ sin @| [x 

у] {—sin@ соз@][и]’ 

ИДИ для вычисления полярных координат ТОЧКИ, заданной декар- 

товыми координатами, 

@ = arctg —-, r= yxy? 

Алгоритм состоит из некоторых вычислений и проверки логиче- 
ских условий. В основе алгоритма лежит тот факт, что тригоно- 
метрические тождества 

tg 0 | 
————— И cos? = ———_—_— 
И1- 260. Y 1+ tg?6 

позволяют легко вычислить поворот вектора на конкретный угол 

8 = агс4е (2-#). В этом случае 

2—2 |. 
А И ©0$[агс 9 2—®] =, 
Иг+ (2*]? И! + (2—*)? 

sin@ = 

sin [arctg 2—"] =
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Номер интерац Масмтасб Прирацение угла 

k 2-* 9; = tan~!2-* 

—1 0 90° 

0 1 45° 

1 1/2 26.565051° 

2 1/4 14.036243° 

3 1/8 7.125016° 

4 1/16 3.576334° 

5 1/32 1 789911° 

6 1/64 0.895174° 

7 1/128 0 447614° 

8 1/256 0.223811 ° 

9 1/512 0.111906° 

10 1/1024 0.055953° 
  

Рис. 10.9. Алгоритм поворота коордннат. 

так что поворот вектора (х, и) на угол 6» = агс4е 2-й задается 
равенствами 

1 ! Я 
Ит + (2—*}? 

у’ — о fy — 

И! + (2—*}? 
Для поворота на отрицательный угол агсё 2-* используются те 
же уравнения, но с заменой знака у 2-*. Это не влияет на величину 

стоящего перед скобкой множителя. Длина вектора умножается 
на фиксированную константу. 

Произвольный угол 9 может быть представлен в виде 

[x 2-"y], 

2—kx]. 

6=+90°+ )) (+ arctg 2-*) 
k=0 

HJM 

@ = €_, 90° + yu E, arctg 2—* = ‚>. Сь@ь, 

где А = —1, 0, 1,..., & равно 1 или —1, а 6» затабулированы 

на рис. 10.9. Поворот на угол @ просто сводится к поворотам на каж- 

дый из углов 6» с направлением, определяемым 6х. 

Независимо от знака каждого индивидуального поворота после 

т итераций усиление равно 

т —— 

HI /i+2-%. 
k=! 

В окончательном виде алгоритм показан на рис. 10.10. Правило 

поворота вектора на первом шаге на угол +90° несколько отли- 

чается от правила остальных поворотов. В дальнейшем решение
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Вход Вход 
"Те Поворотт 

К =0 

в=0 к =-1 

“| г 

lify>0 lifo>0 
к = . 2 = . 

—1Ну< 0 -1#0< 0 

            

  

  

у         

9 — 2,0 +8 9 — #0, +9 

х-х+2 x — Ey 

Yryr- 2 xx Yr ~ bx         
| 
  

  

          Если режим Если режим 
arctg НЕТ, > у Hem — nosoporna 

max     

Aa 

Выход 
Рис. 10.10. 

о повороте на угол 6, или —0, принимается в зависимости от зна- 
ков координат х и и. Это определяет дальнейшее сложение или 
вычитание с умножением на скаляр. Так как скалярный множи- 
тель равен 2-й, то умножение сводится к двоичному сдвигу, так 
что алгоритм почти не содержит умножений. Даваемое алгоритмом 
представление величины усиления известно. Оно может быть ни- 
велировано умножением на обратную величину после выполнения 
всех шагов алгоритма. В больших задачах еще лучше упрятать 
его в константы, встречающиеся в других местах. 

Для вычисления агсф (х/у) вектор (х, и) Ha каждой ите- 
рации вращается в том направлении, которое уменьшает текущее 
значение координаты и, а формирование угла 6 проводится сумми- 

рованием величин 6; с учетом их знаков.
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Задачи 

10.1. Найти алгоритм дублирования для умножения вектор-столбца на тепли- 
цеву матрицу. 

10.2. Провести сортировку списка {3, 1, 5, 2, Т, 3, 9, В, 2, 6, 1, 4, 9, 2,5, 1}, 
используя алгоритм слияния. 

10.3. а. Привести блок-схему БПФ-алгоритма Кули — Тьюки по основанию 
два с прореживанием по частоте в виде алгоритма дублирования. 
6. Привести блок-схему алгоритма дублирования в рекурсивной форме 
для вычисления фильтр-секции, длина которой равна степени двух. 
в. Привести блок-схему алгоритма дублирования в рекурсивной форме 
для вычисления произведения многочленов от двух переменных. 
Пусть Я равно степени двух и пусть аи 6 — два произвольных целых числа, 
запись которых содержит п позиций. Найти эффективный алгоритм умно- 
жения чисел аи В, используя дублирование. 
Разработать алгоритм транспортирования матрицы на процессоре, который 
может одновременно запоминать четыре столбца из таблицы Построить 
блок-схему алгоритма. Сколько необходимо обменов столбцами? 
Сколько умножений потребуется для вычисления следующего преобразо- 
вания координат? 

10.4 

10.5 

10.6 

f 
x cos6 sin O|[x 

f и —sin@ с0$0][и 

10.7. Используя приведенный на рис. 10.10 алгоритм, вычислить arctg (2). 
Установить точность алгоритма, сравнивая вычисленное значение с истин- 
НЫМ. 

10.8. Используя алгоритм НИрассена, вычислить произведение матриц 

151[4 8 

7 3116 23° 

Замечания 

Стратегия деления задачи пополам и дублирования является одной из основ- 
ных и появилась во многих работах. Данная короткая глава только затрагивает 
этот раздел общей теории алгоритмов. Более широкое введение можно найти 

в работах Кнута (1968) и Ахо, Хопкрофта и Ульмана (1974). Общеизвестные 

примеры алгоритмов дублирования и сортировки, такие как рассмотренный 

алгоритм слиянием, или как алгоритмы пирамидальной сортировки и быстрой 

сортировки, были введены Уильямсоном (1964) и Ховром (1962) соответственно. 

Известны и многие другие алгоритмы сортировки Описание БИФ-алгоритма 

Кули-—Тьюки с точки зрения стратегии дублирования предложил Стейглиц 

(1974). Фидуччиа (1972) применил к построению БПФ-алгоритма Кули — Тьюки 

полиномиальные идеи алгоритма Герцеля, позволившие использовать стратегию 

делеиия задачи пополам и дублирования. Стратегию дублирования для задачи 

транспонирования матрицы использовал Эклунд (1972). Первая усиленная с по- 

мощью стратегии дублирования форма алгоритма Евклида появилась в книге 

Ахо, Хопкрофта и Ульмана в связи с вычислением наибольшего общего знаме- 

нателя. 
Алгоритм поворота вектора используется уже многие годы под названием 

«сог01с а]еогИБи» и обычно приписывается Волверу (1959); детальная его про- 

работка выполнена Волтером (1971). Алгоритм дублирования для вычисления 

синусов и косинусов взят из работы Блейхута и Волдекера (1970).



Глава 11 

БЫСТРЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

ТЕПЛИЦЕВЫХ СИСТЕМ 

Стандартный метод решения системы п линейных уравнений с п 
неизвестными состоит в записи этой системы в матричном виде, 
Af-= 5, и отыскании решения либо с помощью обращения матрицы, 
{ = А 15, либо с помощью метода Гаусса. Сложность стандартных 
методов обращения матрицы пропорциональна и3. Иногда матрица 
имеет такой частный вид, что им можно воспользоваться для по- 
строения более быстрого алгоритма. 

Система линейных уравнений называется теплицевой, если ее 
матрица А теплицева. Задача решения теплицевой системы урав- 
нений возникает во многих приложениях, включающих спектраль- 
ное оценивание, линейное предсказание, построение авторегрес- 
сионных фильтров и теорию кодов, контролирующих ошибки. 
Так как теплицевы системы уравнений имеют очень частный вид, 
то для их решения существуют методы, которые намного лучше 
общих методов решения систем линейных уравнений. Эти методы, 
составляющие предмет исследования в данной главе, справедливы 
для произвольного поля. 

Рассматриваемые в настоящей главе алгоритмы несколько от- 
личаются от тех алгоритмов, которые мы построили для вычисления 
свертки или преобразования Фурье. Свертка и преобразование по 
существу сводятся к матричному умножению, а в данной главе 
рассматривается задача решения системы линейных уравнений. 
Поэтому неудивительно, что мы не сможем прямо воспользоваться 
построенными ранее алгоритмами, хотя такой метод, как дубли- 
рование, окажется полезным. 

11.1. Алгоритмы Левинсона 
и Дурбина 

Задачи обращения свертки или спектрального оценивания со- 
держат задачу решения теплицевой системы уравнений, зада- 
ваемой матричным равенством 

Af = g,
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где А представляет собой теплицеву (п Хх п)-матрицу 

ao Я @2 ... An-1 

@-, - 9@ @ -..- Gn-2 

А = [а_› Я-1 ao . . 

Я- пуп Qo 

Вычислительная задача состоит в вычислении вектора #{ по за- 
данным вектору $ и теплицевой матрице А. Одним из возможных 
методов решения, конечно, является обращение матрицы А, од- 
нако, практически п может быть больще 100 или даже 1000, так 
что важно отыскать более эффективные методы решения задачи. 

Алгоритм Левинсона является эффективным алгоритмом, при- 
менимым в том частном случае, когда матрица А является одно- 
временно теплицевой и симметричной. В этом случае система урав. 
нений записывается в виде 

  

Ga a 2 ... @_) Qn-1| | So Bo 
а Ay we An 1 Anal | Si 8 
@> @' ao оз Qn-—4 an-3 

‚| = 
1 e 
| 

GQn-2 @n-3 ~2- 1a SIn-2 Bn-2 

Qn-1 Qn-2 а! } ao | Sn-1 Bu-1 

Разделение матрицы и векторов на блоки здесь сделано для того, 
чтобы подчеркнуть лежащую в основе алгоритма повторяемость 
структуры. На каждом шаге (итерации) к матрице А добавляется 
«половина границы», состоящая из новой строки снизу и нового 
столбца справа. Используя обменную матрицу 3, уравнение А? = 

= g можно переписать в виде ЛАЗИ = №, и ТА] = А, так как 

матрица А является симметричной и теплицевой. Следовательно, 
имеет место также равенство 

ao а @2 ...- @ She Bn-1 

а! Qo Я eee QAn-2 Sn-2 8n-2 

а> a, Qo .+-+ Qn-3 . = . 

. . Si 8! 

Qn-1 Q@n-2 ao Jo . | 80 

Эта форма уравнения также будет использоваться при построении 
алгоритма Левинсона. Алгоритм оперирует с (г Хх г)-подматрицами 
матрицы А вида 

Qo а @2: -. + 4-1 

a, ao @ ...ы Gr-2 

A” = | @ а! Qo ... Gr-3
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которые получаются из матрицы А отбрасыванием последних п — г 
столбцов и такого же числа нижних строк. 

Алгоритм Левинсона является итеративным; эти итерации 
индексируются буквой г. На г-м шаге алгоритм Левинсона вычис- 
ляет решение 7-го усечения задачи: 

ry 
ao (71 а? oes Gry о 80 

* г) а @& a, ee G2 ISS 2 

« ® = . ® 

@;-! @r-2 @-з -.-. 40 fo, l ges 

где верхний индекс г указывает на то, что вектор К” является ре- 
шением /-го усечения задачи. Ясно, что если даже К) и является 
решением усеченной задачи, он не равен усечению решения } 
исходной задачи. Алгоритм Левинсона рекурсивно модернизи- 
рует К” таким образом, что Ё" равно решению исходной 
задачи. 

Помимо вектора К”) в итерациях алгоритма Левинсона участ- 
вует несколько рабочих переменных, задаваемых следующим обра- 
зом. Скалярные рабочие переменные обозначаются через а, В, 
и 7,; рабочий вектор длины г обозначается через К”. Все эти ра- 
бочие переменные выбираются на каждом г-м шаге так, чтобы вы- 
полнялось следующее дополнительное матричное равенство: 

  

Га Q\ Q2 .~.. Gr-y [10 а, 
а м а... а] 10 0 
Q2 Ч Qo ...- @-з . . 

"| э 

Я, -—1 G-r—2 ...о Qo | #0 0 > 7—1] La -           
где в стоящем в правой части равенства векторе все за исключением 
одной компоненты равны нулю. Введение рабочего вектора &!) 
и дополнительного уравнения является разумной идеей, позво- 
ляющей продолжать итеративный процесс. Мы хотим итерации 
организовать так, чтобы все уравнения имели одну и ту же форму. 
Следующая итерация начинается с уравнения 

  

} (r) 
GQ Qa Q@ ... | @, So 80 

! (r) 

а Qo а .. мт @ 1 1 81 

{ e ® 

’ . = 
' 

| | i Я, @,-2 ... G@ 14 Sen 8, 

[a а, а $a |{[0 %
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которое определяет 7,, и с уравнения 

6) 

  

1 

Q а! а. а, | @ lo a, 
5 (г) 

a an О! ore a, 2 | ar-\ ty 0 

| _ 
! — 

я ’ г 
Я 1 Qr-2 ay (a 0 

aa ai tan | [0 B 

которое определяет В, и в правой части которого стоит вектор, 
все внутренние компоненты которого равны нулю. Если 7, = 8, 
и В, =0, то Е" и КН) равны соответственно #) и 4”, но 
с добавленными нулевыми компонентами, увеличивающими их 
длину. В этом случае итерация завершается. В противном слу- 
чае векторы К) и {") должны быть модифицированы. 

Как всегда в рекурсивном алгоритме, выберем начальные зна- 
чения всех переменных так, чтобы при г = 0 выполнялись все 
уравнения, и предположим, что эти уравнения выполняются к 
концу (г — 1)-го шага итераций. Нам надо только показать, как 
надо модифицировать рабочие, переменные, чтобы эти уравнения 
выполнялись и к концу г-го шага. Но мы можем также записать 

уравнения 
Qo а! а ... а а, 0 y | 

Qy ас а see 0,-3 G,-\ "| До @,_| 

It 

' 
Qr_\ Q,_1 oeoe Qo Qa, £1 

a, а, 1 а, Ao f$ 20 

И 

а а а. ..- а а, | 0 В, 

а, Qo а... а... a, |007 0 

— a 

(г) 
а, _, а,_› эро ay a, [в 0 

а, Я. . а, Чо ay) а, 

Из этих уравнений можно сформировать следующую итера- 

цию. Пусть для подлежащих дальнейшему выбору констант k, uk, 

выполняется . 

fan ro 0 
rt 1) nn 09 ; 

=k, + К, 
een но Kn ° 

wr fol lw:            
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Тогда 

ао a, ... а, wen ©: В, Ora 

а 0 ... аи [t0*? 0 0 0 

= К, + К, = |: 
. . . 9 

Gr-1\@Q,-2 . . @y cP 0 0 0 

a, ar-\ toe ao oe В, e Qa, 0     
откуда следует, что Е, и Rk, должны выбираться так, чтобы выпол- 
нялись равенства 

O = Аз, -Е Ко. и а = Ра, -- Е.В... 

В силу произвольности выбора Ё, положим Е = а,. (Различ- 
ные возможности выбора А, приводят, однако, к различной точ- 

ности.) Тогда № = —В, и ©, = а; — В. Наконец, положим 

fee) Г. (| из 1)| 

fer fi per 

. =]. | +s ’ 
en и rt 1) 

fet hh 0 nyt 1)             
где константа К; также подлежит вычислению; тогда 

                  

Uo а, а, | on | Во 0 80 

di do .. a,_-\ ven 81 0 8 

г+0 
rat а! fa &r-~1 0 8,-1 

#+П 
a, Чо 4 Sr | Yr | [Ore 1 |5 4   

где для обеспечения правого равенства А, должно быть выбрано 
так, чтобы 7, + №1 = #,. Это завершает итерацию. 

Алгоритм Левинсона подытожен на рис. 11.1. На нем векторы 

t uf представлены соответственно многочленами ft (x) = 

= О.Е BO F(x) = fOK + 
РМ... + Ах + К), в которых опущен индекс г. Вы- 
числения не нуждаются в фактическом вычислении матрицы А“; 
во время итераций достаточно вычислять многочлены [ (х) и ft (x).
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Сложность /-го прохода по 
ветви пропорциональна г, и 
всего имеется п проходов. Сле- 
довательно, сложность алгорит- 
ма Левинсона пропорциональ- 
на 72. Шаг рекурсии приводит 
к неудаче только тогда, когда 
возникает деление на нуль, 
что происходит только тогда, 
когда одна из главных подмат- 
риц вырождена. 

Алгоритм Левинсона при- 
меним в любом поле. В част- 
ности, в поле комплексных 
чисел его можно использовать 
именно в том виде, в котором 
он был выписан. Однако в свя- 
занных с комплексным полем, 

приложениях симметричная 
теплицева матрица возникает 
не часто; более распространен- 
ной В этом случае является эр- 
митова теплицева матрица. 
Алгоритм Левинсона применим 
и в этом случае, но с перехо- 
дом в соответствующих местах 
вычислений к комплексно со- 
пряженным величинам. Рекон- 
струкцию алгоритма для этого 
случая сделать легко. 

Иногда вместо алгоритма 
Левинсона лучше воспользо- 
ваться так называемым алго- 
ритмом Дурбина. Это возмож- 
но втех случаях, когда матри- 

Ввести ас, 

8о› 

Вход 

8 алгоритм Девинсона 

„ал | 
“9 En-1 

Ночальные 
YCnobus 

r=0 

Их) = во/ао 
(х) = 1 

a) = ao 

  

      

  

  

  

8, = у af,_j 
i=0 

г 

у, = da, r-i 

#=0 

|! 
      

  

  

[1 ((х) — а,Цх) - Вх «(> 

Six) — fx) + Saat x't (| 
а, 7   
  

  
Puc. 11.1. 

a,,, =a? — B? | 

Hern Cn 

Ma 

Выход 

Алгоритм Левинсона. 

ца симметрична и теплицева, а вектор в правой части формирует- 

ся из элементов теплицевой матрицы так, что уравнение принимает 

следующий Вид: 

          

ao a, а? ee Gn-2 a,-1| So | а, 

а 0 a GQn-3 ! Qy-2| [fi а? 

Q2 Qi ao Qn-4 ! Qy-3 ay 

Qn-2 ao а! Sn-2 Qn-1 

Qn-| а! ay Sn-1 a, 
4 ь. —      
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Матрицу и оба вектора можно опять разбить на блоки, чтобы 
выявить лежащую в основе алгоритма повторяющуюся блочную 
структуру. Специальные свойства стоящего справа вектор-столбца, 
формируемого из элементов теплицевой матрицы, позволяют вдвое 
уменьшить необходимые в алгоритме Левинсона вычисления, так 
как в итерации включается только один многочлен. В рассматри- 
ваемом виде теплицевы матрицы часто встречаются в задачах спек- 
трального анализа, и в этих случаях полезен алгоритм Дурбина. 

г-й шаг алгоритма Дурбина начинается с решения следующей 
усеченной задачи: 

) 
а! Я . Я: -1 о а! 

(7) 
ao Qa, Q,~2 fi а? 

ПК |: | 
( 

ar-2 Qo fe?) a, 

  

Следующая итерация начинается с уравнения 

    

а а а .. аи а, | fe а | 

а ao Qa Q,-2} @, Ш fv Q2 

ay 
=-]. , 

@,-, Q,_-2 Qo Qa " a, 

a, Я, а! ао | |0 | У.             
определяющего переменную 7,. Целью итерации является такая 
модификация вектора К”, при которой величина 7, становится 
равной а,.1. Пусть К задается равенством 

    

_ — ош - 4 — 
(7+ 1) {r) {r) 

So So r-1 0 

(r+ 1) {r) ( 
Si Л ри 0 

. = + К, + В, . 

{7+ |} (r) (r) 
Sir 1 г-1 0 0 

1 fi } 0 0 I 

Leer —4 — > L = =             
Если нам удастся выбрать К, и В, так, чтобы регенерировать же- 

« «> / « 

лаемый вид уравнений, то мы построим хороший алгоритм. Но 
при некоторых 7, и 7, имеет место равенство 

  

1 
ao oee QAr-1 | ar fon a, а, ar a1 

* e > 

| e =- : = К, + В, =- e 

} r+) 
Я,-1 ... Go 1 a) r-1 a, a) a, a, 

e 1 . 

la, a | ao|fr” у, 1; ao Ors



11.2. Алгоритм Тренча 

Рис. 11.2. Алгоритм Дурбина. 

Для обеспечения нужного равенст- 
ва К, и В, в окончательном виде надо 
выбрать так, чтобы выполнялись 
условия 

к, — В; =Ои 

— 1: — Е; ++ Во = — Чт 1, 

где 

P P 

(г) ” (г) 
№ — — » | —iQi, у; = — у fi—1at. 

i=1 i=\ 

Следовательно, А, и В, надо полагать 
равными 

Е; = В, И В; = — 
(Q741 — Vr) 

(29 — Vr) 

Выписанные равенства позволяют 
продолжить решение г-го шага до 
решения (г + 1)-го шага, так что 
тривиальное решение нулевого шага 
рекурсивно продолжается до реше- 
ния И-го шага. Это завершает по- 

379 

Вход 
в алгоритм Дирбино 

    

  

Неиольные 

условия 

    

  

  

      

  

  

г 

у, = у; aS. i 

#=0 

у, = » aiSi-\ 
2=0 

8 _ Ча, - т, 

' Go - Yr     

  

      
Cron 

строение алгоритма Дурбина. Окончательная форма алгоритма 
представлена блок-схемой на рис. 11.2. 

11.2. Алгоритм Тренча 

В зависимости от наличия различных дополнительных свойств 
теплицеву систему уравнений 

ас a, Qa, G,-| 

a_i, ao a, Q,-2 

a_i, ay ao Яп-з 

Genet @_п.› Я@п+з .-° Qo   

fo | 
Л 

      Fo     [8"-1 

можно решать многими различными алгоритмами. В разд. 11.1 

был рассмотрен случай, когда теплицева матрица симметрична. 

В этом случае применим алгоритм Левинсона или Дурбина. В на- 

стоящем параграфе рассматривается более общий случай, когда
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теплицева матрица не является симметричной. В этом более общем 
случае алгоритмом решения является алгоритм Гренча. В своей 
наиболее полной форме алгоритм Тренча вычисляет обратную ма- 
трицу А! и вектор {. Мы остановимся только на вычислении ма- 
трицы А” 

В общем случае не всякая теплицева матрица симметрична, но 
всякая теплицева матрица персимметрична. Матрица называется 
персимметричной, если стоящие симметрично относительно по- 
бочной диагонали ее элементы равны. Если (п х п)-матрица А 
персимметрична, то а; = @и+1--1, и-4. Другими словами, матри- 
ца А персимметрична тогда и только тогда, когда JAJ = А, где 
J — обменная матрица той же размерности, что и А. Матрица, 
обратная к теплицевой, в общем случае теплицевой не является, 
но остается персимметричной. 

Теорема 11.2.1. Обратная к персимметричной матрице А 
является персимметричной. 

Доказательство. Пусть Л обозначает обменную матрицу той 
же самой размерности, что и матрица А. Напомним, что 4$ = 1. 
так что Г! = J. Ho JAJ = A. Следовательно, ЛА = А" 
и матрица А“ * является персимметричной. [1 

Другое свойство, которое сохраняется при обращении тепли- 
цевой матрицы, состоит в Том, что она полностью определяется 
своей границей. Более точно, она полностью определяется зада- 
нием своих первой строки и первого столбца или своих последней‘ 
строки и последнего столбца. В продолжение этого раздела дается 
доказательство этого свойства и затем выписывается рекурсивная 
процедура вычисления матрицы по ее нижней полугранице, со- 
стоящей из последней строки и последнего столбца. Для вычисле- 
ния матрицы А" в алгоритме Тренча используется полуграница 
матрицы А". 

Определим вектор-столбцы а, и а_ длины г — | каждый ра- 
венствами 

a, == (Gy, Gg, аз, ..., аа, 

_ _ а. = (4, A», As, ---, A p41)’ 

Пусть а, и а_ обозначают два вектора, компонентами которых 
являются компоненты векторов а, и а_ соответственно, выписан- 

ные в обратном порядке. Иными словами, a, = Ja, u а_ = Ja_, 
где 41] равно обменной матрице размерности (г — 1) x (r- — 1). 
Матрицу А“) можно следующим образом разбить на блоки: 

Ата, 
‘
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Аналогично можно разбить на блоки обратную матрицу В“) = 
= (AM): 

Mm” ! i” 

B = |-----4-_ 
чад r be” by 

Нашей целью является описание блоков этого последнего разбие- 
НИЯ. 

Теорема 11.2.2. Блоки обратной матрицы В‘) иудовлетво- 
ряют равенству 

  

1 зоро)т (7) — ВИ—1) —_ MO = BUD + БОБ. 
0 

Доказательство. Так как АВ“) = 1, то имеет место равен- 
ство 

[av mM” + 4,807 | ABO + а, 55| 
| =I. 

| aM” 40067 | a7? + ab? 

Следовательно, 

| АМ” + а," 
— 1) ~ АВ + а, Бо) 

а a (rT 
а/м’ + аъ" 

а) + 206 

tl 

bo
 

eS
 

©
 

o
m
 

. 
9
 

Матрицу М“) можно исключить, выразив ее через обратную к 
А(—П матрицу В(-Э. Умножая первое уравнение на ВП слева, 
получаем 

мс) — ВиО — BU—Da BO, 

Теперь утверждение теоремы следует непосредственно из второго 
из выписанных уравнений. [1] 

До сих пор мы мало что предполагали о матрице В(’), требо- 

валось только существование матрицы ВЮ. Теперь для по- 
строения рекурсивной процедуры вычисления матрицы В) по 

ее полугранице воспользуемся свойством персимметричности. 

Теорема 11.2.3. Пусть В обозначает матрицу, обратную 

к теплицевой матрице. Тогда В полностью определяется своей 

верхней полуграницей по восходящей рекурсии 

= — | 1 т > ^т $ — 1, «озу п ? 

Вал, уч = bey + = [by b— — byb-], j=l, ....2-1,
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ц своей нижней полуграницей по нисходящей рекурсии 

1 ~ ae T i=n, ..., 2, 

bi) j-1 = 64, + =| by b_— ВБ 
il, j-l uo 5 + + jon, ..., 2, 

где первая и последняя строки матрицы равны соответственно 

(b,, Б_)Т и (6, ВТ, а первый и последний столбцы матрицы равны 

соответственно (Бо, b,) u (b,, 6%). 

Доказательство. В теореме 11.2.2 мы уже доказали, что 

L cumin Е в“ 1) + ; bp” 5 b? 

в“ -| be 
1 
1 

= т (7) b”? bs 

Так как матрица B®) является персимметричной, то можно также 

записать равенство 

[os por | 

(r) __ + 

в = & iB? + oben” | ° 
0 

р
 

Используя эти два разбиения матрицы В“), выразим ее элементы 

by) двумя способами. noe из них дает 

Г r— r r t= |, ..., В |, Ь = bY 1) + a = (БОБ), 2, 

j=l,...,n—1. 

Второй дает 

 — ..- — | b\) = 0 bY pi т L |, » ’ 
а, Л + 7 <a ( Jars j=l. nl 

1 Исключая элементы bie ), приходим к равенствам 

= —— и (bb? — FYE 7),,, i= 1, ..., n |, 

| = 1, .:.> n—l, 

которые теперь содержат только помеченные индексом г величины. 
Эти равенства задают восходящую рекурсию. Аналогично строится 
нисходящая рекурсия, и это заканчивает доказательство. [1 

Доказательство содержит еще один информативный фрагмент, 
который будет ниже использован. Выражая стоящий в первой стро- 
ке и первом столбце элемент из первого равенства, получаем урав- 
нение 

(7) _ (7—1) (7) ПТ), of”) -. BY Ня (Бе
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т РТ T 1 
Так как b,b- = 6,6 и согласно вфрому равенству О = 

= bY—") то оно может быть переписано в виде 

| —1 1 T 
by? — by” Pp pir) (bY Db”? 11, 

0 

связывающем величины В) и БПИ. 
Теперь нам нужно построить алгоритм, вычисляющий полу- 

границу матрицы В(” по полугранице матрицы А”). Но у нас 
уже выписаны уравнения, связывающие границу матрицы В“) 
с границей матрицы А“), так что для построения этого алгоритма 
нам остается только исключить матрицы А-П и М. Такое исклю- 
чение можно выполнить, вводя обратно полуграницу предыду- 
щего шага итераций. 

Теорема 11.2.4. Полуграница матрицы В) удовлетворяет 
следующим рекуррентным уравнениям: 

, bo b=) ~ . _ bY * 
(1) 5? Бить ey — (by 97a) + За, [Pa $ 

i в’ ‚ ‚_ by (ii) 5? = per | | Ma’ ) + bY %a_,.4) bh 

Доказательство. Третье уравнение уже было выведено как 

следствие из теоремы 11.2.3. Из соображений симметрии ясно, что 

если выполняется первое равенство, то выполняется и второе. Его 

можно получить тем же самым способом. Следовательно, надо 

доказать только первое равенство. Начнем со второго в множестве 

полученных в доказательстве теоремы 11.2.2 четырех равенств: 

AT DY) - aly by — 0. 

Так как матрица А-П является персимметричной, то это равен- 

ство можно также переписать в виде 
AV) "pb? +. aos? —= 0, 

откуда 7 
bY _ bBo) ay), 

Теперь воспользуемся снова уже применявшимся ранее разбие- 

нием матрицы ВП: 

_ 1 -е-пте-ьтЕ де- -1 в’ 2) + b” DA’ т, b” ит а“ ) 

— DY bo pb” _ : 

+ =r -1 
b” уг ; 4 а,-! 

—1 e ’ 

где af записан в виде вектора aff ) с одной дополнительной 

компонентой. Это уравнение уже определяет искомую рекурсию,
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Вход 8 алгорити 
Тренуа 

| 
Начальные условия 

r=0 

AX = Qo 

C. = HyseGou bexrop 
¢_ = HyreBbou Bexrop 

  

    
  

  

  

      

  
  

  

  

|< _ с.а, + &,_4 ГЕ. | 

PE Ss" Cop Li 
<-_| _ €- B- F & yas | Ce 

<-- | | d | 1 |       
  
  

        Hem 

  

b, = boc. 

b_ = Бос. 

у 
Стоп 

      

Рис. 11.3. Алгоритм Тренча. 
—1 

но мы уточним его, воспользовавшись равенством БО 
—] — __ 

= Би BY?) Та’ |. Тогда 

1 bY Dp их Б-р [a= } 
} 

by" Ц , 
ри 
by La a 

  

nh” = OY bv) ~ 5) 
> r-t + 

Bb ) 

  

  (ИГ 
ь, 

что можно переписать в виде, входящем в формулировку теоремы. Г] 
Теперь у нас уже есть все необходимое для формулировки ал- 

горитма Тренча. Все, что осталось сделать, сводится к такому пере- 
определению обозначений, при котором все величины, индекси-



11.3. Алгоритм Берлекэмпа—Месси 385 

руемые символом г, стоят в левых частях рекуррентных уравнений, 
а величины, индексируемые символом г — 1, стоят в правой части. 

Алгоритм Тренча подытожен на рис. 11.3. Блок-схема основана 
на теореме 11.2.4, но величины Ъ,, Б_ и 6х в итерациях заменены 
нормализованными величинами с., с_ и А в соответствии с равен- 
ствами 

1 
( eo 

by? 

    

(7) _ 1 (r) (ry) 1 (r) (r) 

Соответственно рекурсия описывается уравнениями 

с? = ey a + a | | , 
° 0 9 1 | 

(r- "| ge- Tg „а Е 
S- _ - - —7+1 &*___ , 

1 

W _ \t-) АТА 5 = WG een), 

На рис. 11.3 использована эта форма уравнений. 

  ce) I 

© 
>
 

11.3. Алгоритм Берлекэмпа—Месси 

Алгоритм Верлекэмпа—Месси представляет собой алгоритм 
решения в произвольном поле Ё теплицевой системы уравнений 
вида !) 

Gn» @,-3 с... @0 | —4,, 

бт @п-—> see а, 2 — @л. 1 

a,, Я па ° a2 = e 

Gyy,-3 Qan-s aoe G,-\ Si, ~ QArn-\ 

  

Матрица системы не является симметрической, что требуется для 
применимости алгоритма Левинсона. С другой стороны, стоящий 
в правой части системы вектор не является произвольным, а со- 
ставлен из компонент матрицы системы. 

УТучшим подходом к алгоритму Берлекэмпа—Месси является 
интерпретация выписанного матричного уравнения как описания 
авторегрессионного фильтра. Предположим, ЧТо вектор Т изве- 
стен. Тогда первая строка рассматриваемого матричного уравнения 
определяет а, через а%, а;, ..., ал, вторая строка определяет ап-1 
через а, ..., ап, ит. д. Этот последовательный процесс описывается 
уравнением 

rn 

aj=— di fia, jan, ..., 2n—1. 
i= 

1) В настоящем разделе более удобно нумеровать компоненты вектора f 

числами от 1 доп и обозначать элементы матрицы А величинами Go, О1, --., Чл.
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+ + + 

Si) (Sr Fn 

2+ + 1 yz. G2, 4), Ao 
а;-! aj-2 oe а;-„ Jameel 

              

Подставить начальные значения @,_,. а .. а, в выражение n-2 77? % 
n 

ej х Гал, =, . ., 2—1 
{—1 

Рис. 11.4. Авторегрессионный фнльтр. 

При фиксированном { это уравнение является уравнением авторе- 
грессионного фильтра, который может быть реализован в виде 
линейного регистра сдвига с обратной связью, в отводах которого 
стоят умножители на компоненты вектора Ff. 

С этой точки зрения задача решения данной теплицевой системы 

уравнений становится задачей построения показанного на рис. 11.4 
авторегрессионного фильтра, на выходе которого формируется за- 
данная последовательность символов. Если теплицева матрица 
обратима, то существует точно один авторегрессионный фильтр, 

удовлетворяющий данной системе уравнений. Если матрица необ- 
ратима, то таких решений может существовать много или не суще- 
ствовать ни одного. Однако, алгоритм Берлекэмпа— Месси всегда 

в качестве решения дает кратчайший авторегрессионный фильтр, 

удовлетворяющий данным уравнениям. Отводы этого фильтра 

описываются вектором Ё, содержащим не более п ненулевых ком- 

понент, если исходная теплицева система имеет по меньшей мере 

одно решение, и большее, чем ип, число ненулевых компонент bis 

i > п, если исходная теплицева система не имеет решений. 
Любая процедура построения авторегрессионного фильтра 

является также методом решения рассматриваемого матричного 
уравнения с заданным вектором 1. Мы сейчас опишем такую про- 
цедуру построения регистров сдвига. В процедуре не предпола- 

гается наличие каких бы то ни было специальных свойств последо- 
вательности @%, @и, ..., @„ 1. Произвольный линейный регистр 
сдвига с обратной связью можно задать многочленом } (х) обрат- 
ных связей, 

f(x) — рых” + frax” + .’’ + fx I, 

и длиной Г, регистра сдвига. Длина регистра сдвига может быть 

болыше степени многочлена } (х), так как самые правые ячейки 
регистра могут не включаться в обратную связь. 

Для построения регистра сдвига надо определить две величины: 

длину Г регистра и многочлен |(х) обратных связей степени 

дес } (х) < Г. Обозначим эту пару через (Г, } (х)). Надо найти
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регистр сдвига с обратной связью, который при соответствующих 
начальных условиях порождает заданную последовательность 
ас, ..., ар И ЯВЛЯется при этом кратчайшим. 

Рассматриваемая процедура построения является рекурсив- 
ной. Для каждого г, начиная с г = |, мы будем строить регистр 
сдвига, порождающий последовательность 4%, ..., а,. Регистр сдви- 
га минимальной длины, порождающий последовательность ао, ..., 
а,, обозначим через (Ё.,, |?) (х)). Этот регистр не обязательно дол- 
жен определяться однозначно; возможно существование несколь- 
ких таких регистров с одной и той же длиной. К началу г-го шага 
имеется список регистров сдвига 

(Li, F(x), (Le FOO), -- +) (Leas [YY (2). 
Anroput Bepsexsmna—Meccu вычисляет новый кратчайший ре- 
гистр (Г.,, }() (х)), генерирующий последовательность Qo, ..., Q,. 
Для этого используется самый последний из вычисленных регист- 

ров, в котором по мере надобности модифицируются длина и весо- 
вые множители в отводах. 

На г-м шаге вычисляется следующий элемент на выходе 
(— -го регистра сдвига: 

~ Бул ( 1) 
r— 

a, = — 2 а. 

Так как [_, может быть больше степени многочлена [7-1 (х), то 
некоторые члены суммы могут быть равными нулю. Эту сумму 
следовало бы записать с пределами суммирования от | до 
дез |”—п (х). Мы, однако, выбрали менее громоздкое обозначение. 

Пусть А, обозначает разность между требуемым элементом на 
выходе а. и истинным элементом, полученным на выходе самого 
последнего регистра сдвига: 

ved (r—1) 
Ar = a, — 4, = a + afi Qr—j- 

Эквивалентно, 
Ley ( 1) 

r— 

А, = о fi ar—j- 

Если Л, = 0, то полагаем ([.., К” (х)) = (а, КО (%)) и за- 

вершаем этим /-ю итерацию. В противном случае изменим весовые 

множители в цепи обратной связи регистра сдвига по правилу: 

Ко) = №0 6) + АЖ" (5) 
где Д — элемент поля, [ — целое число и }Кт"—П (х) — один из 

многочленов обратной связи, встречавшийся ранее в списке ре- 

гистров сдвига.
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Используя этот новый многочлен, определим 

НИ Я ЗА cmt) r— m— 
A, = 2 п ау = x р 44~+A Xu п Ч. 

== j= i 

Теперь все готово для определения величин т, [и А. Выбе- 
рем т меньше г и такое, что Ам = 0; выберем также | = г— т 
и А = —А;А,. Тогда 

, A 
A, = A, — =~ Am = 9, 

т 

так что новый регистр сдвига будет генерировать последователь- 
ность а1, ..., ал, а,. У нас остался произвол в выборе т, для 
которого Аи, = 0. Выбрав в качестве и номер ближайшей итера- 
ции, для которой выполнялось условие Г„ > Ёп, Получим в 
каждой итерации регистр сдвига минимальной длины, однако та- 
кое усовершенствование требует дополнительных рассуждений 
и будет описано позже. 

Практическая интерпретация того, что было изложено до на- 
стоящего момента, представлена на рис. 11.5. Два оегистра сдвига, 
отвечающие итерациям с номерами т и г, показаны на фрагменте(1) 
рисунка. В качестве т-й итерации выбирается та, при которой ре- 
гистр сдвига (Гиз, [СП (х)) не способен генерировать компо- 
ненту ат, и минимальная длина регистра сдвига, генерирующего 
требуемую компоненту при т-й итерации, больше Ги. Будем 
также считать, что регистр сдвига (Ё./_з, [И (х)) не способен ге- 
нерировать компоненту а,, так как в противном случае мы не дол- 
жны ничего с ним делать. 

На фрагменте (1) рис. 11.5 регистр сдвига (Ри, [О (х)) 
превращен во вспомогательный регистр путем увеличения его дли- 
ны, позиционирования и такого изменения его выхода, которое 
позволяет скомпенсировать неспособность регистра (Га, {№ (х)) 
генерировать компоненту а,. Отметим, что вспомогательный ре- 
гистр имеет дополнительный отвод с весовым множителем еди- 

ница, соответствующим коэффициенту 5" Э. На протяжении пер- 
вых г—1 итераций в остальных отводах цепи обратной связи 
формируется отрицательное значение соответствующей этому до- 
полнительному отводу величины, и поэтому на выходе вспомога- 
тельного регистра формируется последовательность нулей. При 
г-й итерации эти величины взаимно не уничтожаются, и выход 
вспомогательного регистра оказывается ненулевым. Коэффициент 
А выбирается таким образом, чтобы его добавление к г-му выход- 
ному сигналу обратной связи главного регистра сдвига приво- 

дило бы к получению нужной компоненты а... 
На фрагменте (111) рис. 11.5 показано, как два регистра сдвига, 

изображенные на фрагменте (11), сливаются в один регистр, что 
в силу принципа суперпозиции не меняет общего поведения схемы.
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| | a, + А. а, _1,..-.@ь @6 

    | | р ла аш 

- ii) ~afg #7 
  

  

  
  

      

  

    

        
— —_./“ 

  

> 1... -1@1._,-2   

  

а, = 

  

  

  

  

Рис. 11.5. Конструкция Берлекэмпа—Месси. 

Это дает регистр (Г, [” (х)). Иногда [, = Ё,4, иногда L,> 

>11. В последнем случае при проведении дальнейших итера- 

ций 11 заменяется на г. 
Точное описание процедуры дается теоремой 11.3.2, которая 

утверждает, что эта процедура приводит к наименьшему регистру
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сдвига с требуемым свойством. Прежде, чем доказывать эту тео- 
рему, получим границу для длины регистра сдвига. 

Теорема 11.3.1. Пусть (4, НГО (х)) — регистр сдвига с ли- 
нейной обратной связью минимальной длины, генерирующий по- 
следовательность ал, ..., ал, а (Ё.,, К (х)) — регистр сдвиги с ли- 
нейной обратной связью минимальной длины, генерирующий по- 
следовательность ол, ..., ал, а, и FY) (x) Е КО (х). Тогда 
[4 > max [L,_,, r—L,_,]. 

Доказательство. Неравенство, которое требуется доказать, 
разбивается на два неравенства 

L,> ly И L,>r— Ly. 

Первое неравенство очевидно, поскольку если регистр сдвига 
с линейной обратной связью генерирует некоторую последователь- 
ность, то он генерирует и любую меньшую последовательность, 
являющуюся началом исходной. Если [„: >. г, то второе неравен- 
ство также становится очевидным. Поэтому предположим, что 
1.1 <г и второе неравенство не выполняется, и полытаемся 
прийти к противоречию. Из предположения следует, что [, < 
<r—I—L,_,. Для сокращения записи введем временные обо- 
значения: с (х) = {1 (х), БВ (х) = [© (х), Г= Ели L’ = L,. 
В новых обозначениях исходные предположения принимают вид: 
Г. «гиг >. Е -- Г + 1. Кроме того, из условий теоремы следует, 
что 

L 

ay 5: ~~ > С: ть, 
‘= 

L 

aj=—~ У са j=L+1, .... Г, 

L’ 

aj = — № Ваз», j=H=L'+1, ..., 37. 

Теперь установим противоречие. С одной стороны, 

L’ L’ L 

ay == — у Бак = у by у CiQy_p_is 
k=l k=1 {=I 

где справедливость разложения а,„, следует из того, что г — Е 
пробегает целые значения отг — | nor — L’, содержащиеся среди 
uucen L + 1,...,7— 1, в силу предположения г >. [+/+ 1. 
С другой стороны, 

L го [1 
а: == — » CiO;_i = » Cj У by,Qy_i_ks 

i=! i=1 k>l
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где справедливость разложения а,_; следует из того, что г —#й 
пробегает содержащиеся среди чисел Г’ + 1,....г—1 целые 
значения от г — 1 до г — Г, а это, в свою очередь, следует из 
предположения г >. [Г + [’ + 1. Изменение порядка суммирова- 
ния в правой части последнего равенства приводит к выражению 
для а,, полученному в правой части предыдущего равенства. Та- 
ким образом, получаем доказывающее теорему противоречие а, 52 

5 а,. 
Если удастся построить регистр сдвига с длиной, удовлетворя- 

ющей соотношению из теоремы 11.3.1 с заменой знака нестрогого 
неравенства знаком равенства, то тем самым будет построен ре- 
гистр сдвига минимальной длины. Доказательство теоремы 11.3.2 
предъявляет конструкцию такого регистра сдвига. 

Теорема 11.3.2. Предположим, что (1, КО(х)), Е=1, ..., г, 
является последовательностью регистров сдвига минимальной 
длины с линейной обратной связью, таких, что (Ё:, КО (х)) генери- 
рует последовательность а:, ..., а;. Ecau f (x) 4 f"—» (x), то 

L, = max[L,4, r—L,-1] 

и любой регистр сдвига, генерирующий ал, ..., а, и имеющий длину, 
совпадающую с величиной правой части последнего равенства, яв- 
ляется регистром сдвига минимальной длины. 

Доказательство. Согласно теореме 11.3.1 Г, не может быть 
меныше величины в правой части последнего равенства. Если 
удастся построить какой-либо регистр сдвига, который генерирует 
требуемую последовательность и длина которого совпадает с ука- 
занной величиной, то он будет регистром сдвига минимальной дли- 
ны. Доказательство будет проводиться по индукции. Мы построим 
удовлетворяющий теореме регистр сдвига в предположении, что 
такие регистры последовательно построены для всех К < г — 1. 
Для каждого ЕЁ, Ё=1,....г— 1, обозначим uepes (Lz, ff) (x)) 

регистр сдвига минимальной длины, генерирующий @1, ..., 4». 

Нримем за предположение индукции, что 

Ll, = max [Lp_1, Е — Lal, к =1, ..., Гм |, 

каждый раз, когда [“* (х) == К" (х). Это, очевидно, верно для 

2 = 0, если а, отличен от нуля, поскольку № =0 и Г: = 1. 

В более общем случае, если а, — первый ненулевой элемент в за- 

данной последовательности, то [1 = On L; = i. Torga mpegno- 

ложение индукции относится к индексу k= i. 

Значение & B последней итерации, приведшей к изменению 

длины, будем обозначать через т. Последнее означает, что при за- 

вершении (г — 1)-Йй итерации т является целым числом, таким, 

что 

[т — [т > т.



392 Гл. !. Быстрые методы решения теплицевых систем 
  

Теперь имеет место следующее разенство: 

Ley ( 1) | ( 1) 0, j — Ly eee, r—l, 

r— r—- 
a Qi; = ; Я: = . i+ Dk 1-— р 1— A, J=r. 

Если А; = 0, то регистр ([.1, /(~) (x)) Taxxe reHepupyeT nep- 
вые г символов, и, таким образом, 

L, = L,_1 wf) (x) = fU—) (x). 
Если А, = 0, то необходимо построить новый регистр сдвига. 
Напомним, что изменение длины регистра сдвига произошло при 
k = т. Следовательно, 

Lint m1) 0, f=Lma.--, m—l, 

a ie -| Am#0, |=, 
и по предложению индукции 

[1 = Ёт = Шах [Гита Т — Бил = т — Lina, 

поскольку [м > Ёт_1. Геперь выберем новый многочлен 

FO (x) = FO (Xx) — AA OF (x) 
и положим  L, = degf) (x). B этом случае поскольку 
дея гп (х < и deg [er —™ftr—) (xy) ] < r— m+ Ly4, TO 

Ly<max{L,4, r— m+ Lyil<max[{L,4, r—L,4}- 

Из теоремы 11.3.1 при условии, что (Ё,, |7 (х)) генерирует 
аа, ..., @а,, следует, uTo L, = max [L,,, r—L,_,]. Осталось 
только доказать, что регистр cyBura (L,, }) (x)) renepupyer tpe- 
буемую последовательность. Докажем это непосредственным вы- 
числением разности между а; и сигналом на выходе обратной связи 
регистра сдвига: 

< (r) we (r—1) г г— 

aj — € Хх Нач] = aye Хх li Q) — 

т 

— A, Am at rtm ++ du аи — 

0 j=L, L,+1,..4r—I, 
=) Ap —A,AziAm =0, j=r. 

Итак, регистр ([,, [7 (х)) генерирует ал, ..., а;. В частности, 
(Г, К") (х)) генерирует а, ..., а» и теорема доказана. [ Р 

Теорема 11.3.3 (Алгоритм Берлекэмпа — Месси). Пусть за- 
даны ал, ..., а, из некоторого поля, и пусть при начальных усло- 
виях [© (х) = 1, © (х) = Ги ШЦ%=0 выполняются следующие
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рекуррентные равнства, исполь- Bxoa 
зуемые для вычисления |”) (х): 

  

Начальные условия 

A, = у fy Pa Я’—у, 

      
  

  

  

      

1—0 fos) aon = 

L, — 5, (r — Ly1) + (1 = 5, L, i 

№ С р-г+1 

tr) (x) | 

1 — A,x pa ad 

~ LA 8, (1—6,)x | | t-9 Gy ]’ 

r=J,..., 2n, ede 6 =1, если 
одновременно А, 50 и 2L,,< 
<г— 1, и 8, = 0 в противном 
случае. Гогда |?” (х) является мно- 
гочленом наименьшей — степени, 
коэффициенты которого удовле- 

    

            

творяют равенствам [29 = | и 

п—1 

ay + 2 fa, = 0, 

r=L 1, ..., 2r. 7 Ге -Ах ] 09 
or ee A;'5, (1 - 6] | Цх       

Доказательство. Следует из 
теоремы 11.3.2. [1   

В этой теореме A, может об- 
ращаться в нуль, но только в том 
случае, когда 6, = 0. Положим 
тогда по определению А7б, = 0. Стоп 

Блок-схема алгоритма Бер- рис. 11.6. Алгоритм Берлекэм- 
лекэмпа—Месси приведена на па—Месси. 
рис. 11.6. На г-м шаге указанный 
алгоритм содержит число умноже- 
ний, равное примерно удвоенной степени многочлена {7 (х). 
Степень многочлена г) (х) равна примерно 7/2, и всего имеется 
2п итераций, так что всего алгоритм содержит примерно 

2n 

Qn? = Mr умножений и примерно такое же число сложений. Ко- 
r=0 

роче можно сказать, что порядок числа умножений в алгоритме 
Берлекэмпа—Месси равен я?, или, формально, О (п°). 
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11.4.Рекурсивный алгоритм Берлекэмпа— Месси 

Все рассмотренные нами до сих пор методы решения теплице- 
вых систем уравнений содержат число умножений, пропорциональ- 
ное 1?. В настоящем параграфе мы воспользуемся стратегией дуб- 
лирования для того, чтобы снизить вычислительную сложность 
алгоритма Берлекэмпа — Месси при больших п. 

Число используемых на г-м шаге итераций умножений примерно 
равно удвоенной степени многочлена [7 (х). На первых шагах 
итераций эта степень мала, и итерации выполняются легко, но 
с ростом г растет и сложность вычислений. В ускоренном алго- 
ритме за счет одновременного выполнения нескольких итераций 
используется преимущество, которое дается простотой вычислений 
на первых шагах. После выполнения каждой такой группы итера- 
ций исходная задача модифицируется так, чтобы учесть это полу- 
ченное решение. Затем сызнова начинается выполнение новой груп- 
пы итераций алгоритма Берлекэмпа—Месси, но уже для модифи- 
цированной задачи и модифицированного начального значения 
многочлена } (х). 

Рассматриваемое ниже построение начинается с более компакт- 
ной организации алгоритма Берлекэмпа— Месси. Заменим много- 
члены [“) (х) и Е (х) полиномиальной матрицей размера 2Х2: 

FY(x) FYXx) 
F(x) = . 

ких) Ех) 

Коэффициенты многочлена Ё (и) (х) будем обозначать через F {0 Е. 

Матрица Е”) (х) определяется так, чтобы многочлены [7 (х) 

и КП (х) можно было вычислить, используя уравнения 

f°”) F(x) + FRC) 1 

= = во) | |. 

t(x) FSO) + FR) 1 

Напомним, что сначала выполняемые в алгоритме Берлекэмпа— 
Месси вычисления записываются в виде двух уравнений: 

п-1 

A, — у. fa; 9 

f(x) _ 1 —A,x en 

| — |др18, а - вх) 

1 _А,х | —A,x | 

- as, (6х ‘|Агё Ge -8)x] L
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Следовательно, 

yy) = 1 ~ Arx Ax 
mers Mac's а - box 7 А 5 а- sox ` 

Алгоритм модифицируег как матрицу Е“) (х), так и много- 
члены [7 (х) и 17 (х). Прямой метод перевычисления Fl) (x) 
требует примерно в два раза больше умножений, поскольку 
матрица содержит не два элемента, а четыре. Хотя в такой форме 
вычисления и допускают использование метода дублирования, но 
мы получаем большее, чем хотим, число умножений. Надо соответ- 
ствующим образом реорганизовать вычисления. 

Рекурсивная форма алгоритма Берлекэмпа—Месси строится 
вокруг следующих уравнений, эквивалентных выписанным ра- 
нее: 

п 1 п | 

(г—1) —1 A, = » Ей. г Ч + > Е. ра, 
i=0 i= 

] 7X 
(r) — (/—1) 

Pen) 4-16, (1 Е (4). 
Предполагая п четным, разобьем алгоритм пополам и положим 

FO) (x) = F’ ) (x) F” (72) (x), 
rye 

’ (п) — [| 
ва) | в, (a — ° 

1 1 — Ах 
” (п/2) (Хх) — JT] " 

*) Th | acts, (1 a) 

Мы будем вычислять каждую из половин отдельно, а затем их пе- 
ремножать. Сложность при этом получается меньше, чем в исход- 
ном способе решения. Необходимо также реорганизовать уравне- 
ние, определяющее Л,. Будем величину Л, вычислять как г-й 
коэффициент первой компоненты двумерного вектора многочленов 

Ae FY) (xy ЗО 2) 

A’ (x) LFS xy FP CP LAO 
Таким образом, для г, больших чем 1/2, 

A . 

А — fF’ (r—}) (x) Е” (п/2) (х) Вы — |’ (7—0 (х) а(”/2) (x), 

где 

a С 
а(”/2) (х) = Е” (7/2) (х) р (x)



396 Гл. 11. Быстрые методы решения теплицевых систем 
  

8800 

Начальные 

условия 

а(х) «Е 
[- 
у 

    

   

    
   

Задалице 

омуфальных условий 
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Рис. 11.7. Разложение алгоритма Рис. 11.8. Рекурсивный алгоритм Бер- 
Берлекэмпа— Месси. лекэмпа— Месси. 

Это завершает описание разбиения алгоритма Берлекэмпа—Месси. 
Основная форма алгоритма теперь записывается в виде 

п | п] 
(г—1) —1 

А, = x Pyy. 7%, rp + у. Е ра, г— 1 
|= j=0 

1 — A,x 

r= Laz, (16) x] 
rye BMecto F‘) (x) nogcrapaserca F' (x) usm F’) (x), a BeKTop 
(а; (х), а» (х)) в первой половине вычислений равен (а (х), а (х)), 
а во второй половине вычислений модифицируется в вектор 
а”/? (х). После того, как вычислены обе половины задачи, ма- 
трица Е“? (х) получается перемножением своих двух половин. 

Разбиение алгоритма Берлекэмпа— Месси показано на рис. 11.7. 
Заметим, что каждая из половин алгоритма сама является алгорит- 
мом Берлекэмпа—Месси. Следовательно, если п/2 четно, то каждая 
из половин может быть разбита в свою очередь; если п равно сте- 
пени двух, то такое разбиение можно продолжить до тех пор, пока 
не будут получены фрагменты, состоящие только из одной итера-
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ции. В этих фрагментах выполняются уже все вычисления, но они 
достаточно тривиальны. 

На рис. 11.8 алгоритма приведена рекурсивная форма Берле- 
кэмпа—Месси. Вся вычислительная работа сводится к вычислению 
полиномиальных произведений, сочетающих половинные резуль- 
таты. Эти вычисления представляют собой свертки многочленов 
и могут быть выполнены с помощью любого алгоритма линейной 
свертки. 

11.5. Методы, основанные 

на алгоритме Евклида 

В некоторых методах решения теплицевых систем уравнений 
используется алгоритм Евклида. Наиболее подходящей для этого 
является описанная в разд. 10.7 рекурсивная форма алгоритма 
Евклида. 

Начнем со следующей теплицевой системы уравнений; 

Gn-| G@n-2 Qn -3 ..о Go Л —а@, . 

an Qn-1 Qn-2 ee i — Anes 

Я@п+1 а; Я@и-1 ... @? 

e . e e 1 

@2п-2 @т-з @27т-4 ew et An fin - — mnt) 

Это та же самая теплицева система уравнений, которую в 6 11.3 
мы решали с помощью алгоритма Берлекэмпа— Месси. 

„Пусть 
2п—1 

a(x) = 2 м, |(х) = Хх fix', 

и рассмотрим произведение этих многочленов @ (х) = } (х) а (х). 
Из выписанного матричного уравнения видно, что 

gi = 0, t= fh, @oey 2n — |, 

но при значениях индекса {, больших чем 2п — 1, коэффициенты 
8; могут быть и ненулевыми. Рассмотрим задачу вычисления таких 
| (х) и & (х), которые удовлетворяют условиям Фес | (х) < п, 
deg g (x) < п—Ти | 

g (x) = f (x) a (x) (mod x). 
Одним из путей решения этой задачи, конечно, является решение 
исходного матричного уравнения относительно вектора { и даль- 
нейшего вычисления многочлена & (х). Другой метод основан на 
использовании алгоритма Евклида для многочленов. 

Для ‘того, чтобы увидеть, как можно решать это уравнение 
относительно } (х) и & (х), вернемся к доказательству алгоритма
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Евклида. Из этого доказательства легко увидеть, что 

и мм Aly (x) Ale! (x) | fs) 

(9 (x)} “LAM ay AB (x | 

t (x) = AS? (x) t (x) (mods (x)), 

что при # (х) = a (x) u S (x) = x7" является одной из форм решае- 
мого нами уравнения. Выписанное уравнение справедливо при 
всех г. Чтобы решить задачу, надо найти такое г, при котором 
deg Alt) (x) < п и 9ев ® (х) «п — 1. Если такое г существует, 

то многочлены Дб (х) и &” (х) должны равняться искомым мно- 
гочленам | (х) ис (х). Выберем значение г, при котором удовлетво- 
ряются неравенства 

дез ЕП (х) > п и degt (x)<n—1. 

Так как deg #9) (х) = 2п и с ростом г степень многочленов ft) (x) 
строго убывает, то это определяет г однозначно. При таком опре- 
делении г требование дез #7 (х) < п — | удовлетворено. С ро- 

стом г степень многочлена А (х) растет, и надо только показать, 

что deg A$? (х} < п. Для того, чтобы это доказать, воспользуемся 
матрицей, обратной к матрице А“ (х). Сначала напомним, что 

r [ГО I 
At) (x) — п | — Qt) 4 e 

Orcioma acho, uto deg A$ (x) > deg A$? (x). Hanomuum также, 
что Деб 57) (х) > deg #7 (х). Из этих неравенств и матричного 
уравнения 

s(x) | 42% ФАРЫ) 
Fo | AX? (x) rar | 

следует, что deg s (x) = deg ASD (x) + deg s? (x), H Tax как 
s) (x) = t/—) (x), To sTo npeoOpa3yeTca к соотношению 

deg A$) (x) = deg s(x) — deg f°" (x) <2n —n =n, 

так что 

где неравенство вытекает из определения параметра г. 

Мы получили почти полное доказательство следующей теоремы. 

Теорема 11.5.1. При заданных $) (х) = х?" и 89) (х) =а (х) 
пусть 

1 0 
А <) (х) = Ё ‚|.
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Вход 

+ 
2п 1 

(х) = у a,x’ 
1=0 

  

s(x) =x?" 

1 0 
awn =[ i 

r=}       

     deg (x) <1 
9 

  

  

      _ A2fx) 
SQ) = С 

. (ete Выход их сео LO) 

av Lt — gen] 
tT 

Рис. 11.9. Решение теплицевой системы с помощью алгоритма Евклида. 

        

    
    

Продолжая рекурсию до тех пор, пока 4её tt) (x) <n — 1, решим 
следующую систему рекуррентных уравнений: 

Qu (x) — | 1) ot 

0 

м [1 gray APO 
s) (x) 0 1 р 

[= | — QW) ol feng 

и положим g (x)= AM? (x) uw f(x) = ATA (x), 20e A= 

АЗ) (0). При условии, что А отлично от нуля, эти многочлены 

ая уравнению 

8 (*) = [() а (%) (то4 х”"). 

причем deg f (x) <n, deg g (x) <n —luf, = 1. 

Доказательство. Деление на А обеспечивает равенство fo = 1. 

Справедливость остальных утверждений была установлена ра- 

Hee. (J
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Таким образом, мы получили другой способ решения той же 
самой теплицевой системы уравнений (в случае, когда эта система 
обратима), которую мы уже решали раньше, используя алгоритм 
Берлекэмпа—Месси; блок-схема этого метода показана на 
рис. 11.9. Если теплицева система не обратима, то описанное при- 
менение алгоритма Евклида также приводит к многочлену АД” (х) 
наименьшей степени, который удовлетворяет определяющему его 
равенству, но в этом случае А = 0 и поэтому многочлен } (х) не 
определен. Если ДА = 0, то описанный алгоритм приводит к реше- 
нию системы 

Ин-т (и -2 oe. Ay h, 0 

a, ay-) - 4 hy 0 

(2-2 Gin 4 eee Gy h,, 0 | 

Задачи 

11.1. Используя алгоритм Левинсона, решить в поле СР (7) уравнение 

12 3 411 f 4 

21 2 344A] |2 

321 24/fA1 |1. 
43215 3 

11.2. Реконструировать алгоритм Левинсона для случая, когда основное поле 
является комплексным, а матрнца А эрмитовой. 

11.3. Предположим, что входящая в алгоритм Берлекэмпа последовательность а 
является периодической, период М которой намного больше, чем 2п. 
а. Показать, как можно полностью вычислить последовательность NO 
ее первым 2п компонентам. 
6. Предположим, что вместо вектора а задано его преобразование Фурье, 
вектор А. Показать, как надо модифицировать алгоритм Берлекэмпа — 
Месси для того, чтобы использовать непосредственно вектор А, не вычисляя 

обратного преобразоваиия Фурье. 
11.4. Используя алгоритм Берлекэмпа — Месси для входной последователь- 

ности (а, Gy, ..., 27) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1), найти решеиие 1, длииа кото- 
рого больше 4. Эта задача является примером того, как алгоритм Бер- 
лекэмпа — Месси приводит к авторегрессионному фильтру даже в тех 
случаях, когда теплицева матрица вырождена. 

11.5. Используя алгоритм Евклида, решить уравнение 

3 2117s 3 
32 | =-|2|. 
23311 1 

11.6. Доказать, что все шаги рекурсии алгоритма Левинсона можно провести 
в том и только в том случае, когда все вложенные главиые подматрицы 

невырождеиы. 
11.7. Сформулировать условия невырожденности алгоритма Дурбина.
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Замечания 

Первый быстрый алгоритм решення теплнцевых систем уравнений был раз- 
работан Левинсоном (1947). Он был сразу же отнесен скорее к области приложе- 
ний к задачам вииеровской фильтрации, чем к задачам построения быстрых алго- 
ритмов как таковых. Другие быстрые алгоритмы решения некоторых теплицевых 
систем уравнений были построены Дурбиным (1960), Тренчем (1964) и Берле- 
кэмпом (1968). Упрощение алгоритма Тренча предложил Зонар (1974). Месси 
(1969) упростил алгорнтм Берлекэмпа, интерпретнруя его как метод построения 
регистра сдвига с линейной обратной связью Велч и Шольц (1979) описали 
этот же алгоритм с точки зрения алгоритма построения непрерывной дроби. 
Рекурсивную форму алгоритма Берлекэмпа — Мессн описал Блейхут (1983). 
Использование алгоритма Евклида для решения теплицевых систем уравнений 
предложено Сугиямой, Касахарой, Хирасавой и Намекавой (1975). Ускорение 
алгоритма Евклида с помошью дублирования в его приложении к решению 
теплицевых систем уравнений разработали Брент, Густавсон и Юн (1980). 

Неудивительно, что быстрые алгоритмы решеиия теплицевых систем урав- 
нений связаиы со многими другими задачами. Если выписать шаги алгоритма 
Левинсона в обратном порядке, то он преобразуется в алгоритм, нзвестный как 
критерий Шура — Коена для тестирования стабильности авторегрессионного 
фильтра, задаваемого многочленом а (х). Эту связь отметили Вийера и Кайлат 

(1977). 
Объем книги немедленно бы удвоился, если бы мы стали рассматривать 

такие обобщения и специализации теплицевых матриц, как блочио-теплицевы 
матрицы или почти теплицевы матрицы. К таким работам относятся статьи Внг- 

гинса н Робинсона (1965), Дикинсона (1979), Дикинсона, Морфа и Кайлата (1974), 

Фридлендера, Морфа, Кайлата и Льюнга (1979), Морфа, Дикиисона, Кайлата 

н Вайеры (1977), Мондена и Аримото (1980).



Глава 12 

БЫСТРЫЕ АЛГОРИТМЫ ПОИСКА 

ПО РЕШЕТКЕ И ПО ДЕРЕВУ 
  

Машина с конечным числом состояний, производящая в каждый 
момент времени один или более элементов некоторого поля Р, 
генерирует последовательность элементов этого поля. Множество 
всех возможных таких последовательностей на выходе машины 
с конечным числом состояний описываются графом определенного 
вида, который называется решеткой или, в случае очень большого 
числа состояний, деревом. Имеется много приложений, в которых 
по результатам наблюдений в шуме одной из таких последователь- 
ностей требуется оценить либо саму эту последовательность, 
либо историю машины с конечным числом состояний. Это задача 
поиска по решетке или по дереву такого пути, который лучше всего 
отвечает данной последовательности. Такое направление в обра- 
ботке дискретных сигналов сильно отличается от других направле- 
ний, и алгоритмы, рассматриваемые в настоящей главе, сильно 
отличаются от уже изученных нами алгоритмов. 

Алгоритмы поиска по решетке и по дереву находят приложения 
в таких областях, как декодирование сверточных кодов, демодуля- 
ция сигналов при наличии межсимвольной интерференции, демо- 
дуляция сигнала по частичному отклику или фазово-разностно- 
модулированных сигналов, распознавание речи и текстовых сим- 
ВОЛОВ. 

12.1. Поиск по решетке и по дереву 

Решетки и деревья, по которым реализуется поиск, возникают 
как описания машин с конечным числом состояний. Машина с ко- 
нечным числом состояний задается множеством состояний, в Ко- 
торых она может находиться, множеством переходов между этими 
состояниями и выходными символами, соответствующими каждому 
такому переходу. Простейший способ построения машины с ко- 
нечным числом состояний с помеченными переходами состоит в ис- 
пользовании регистра сдвига так, как показано на примере на 
рис. 12.1. Состояния машины в этом примере описываются двумя 
содержащимися в ячейках регистра сдвига битами; всего имеется 
четыре так определяемых состояния. В каждый момент времени на 
вход поступают два бита, так что из каждого состояния возможны
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2-битовый 

вход 

L 

  

3-битовый 
выход 

  

         
Рис. 12.1 Пример машины с конечным Рис. 12.2. Другой пример машины 
числом состояний. с конечным числом состояний. 

+ обозначает сложение по модулю 2 (ис- +- обозначает сложение по модулю 2 (ис- 
ключающее ИЛИ) ключающее ИЛИ) 

четыре перехода. В данном частном примере из каждого состояния 
возможен прямой переход в любое другое состояние. Изображен- 
ная на рис. 12.1 схема имеет три выходных бита; каждый переход 
порождает трехбитовую последовательность. 

На рис. 12.2 показан другой пример, в котором уже нельзя из 
произвольного состояния перейти в любое другое состояние. Для 
достижения некоторых состояний требуется соверщить два пере- 
хода. Схема на рис. 12.2 имеет двухбитовый выход. 

Диаграмма переходов для машины с конечным числом состоя- 
ний показана на рис. 12.3. Переходы помечены векторами длины` 
два. В каждый момент времени машина делает переход между со- 
стояниями вдоль пути и метит путь переходов. Приведенная на 
рис. 12.3 диаграмма соответствует схеме на рис. 12.2. 

Как правило, вид графа, который называется решеткой, можно 

использовать для описания выходных последовательностей произ- 

вольной машины с конечным числом состояний. Типичная решетка, 

из каждой вершины которой выходят два ребра, показана на рис. 

12.4. Вершины любого столбца решетки обозначают состояния, 

в которых может находиться машина. Каждый последовательный 

столбец соответствует последовательным моментам времени и со- 

держит одно и то же множество состояний. Ребра, связывающие 

вершины двух столбцов, представляют собой все возможные пе- 

реходы в течение данного временного интервала, именуемого кад- 

ром. В общем случае решетка представляет собой полубесконеч- 
ный вправо прямоугольный граф, число вершин в каждом столбце 
которого конечно. Расположение ребер, связывающих вершины 
данного столбца с вершинами следующего справа столбца, одно 

и то же для каждого столбца. Диаграмма начинается в верхней 

левой вершине; так как движение осуществляется только вправо, 

то недостижимые левые узлы на диаграмме не указываются. 

Длиной кодового ограничения решетки называется число битов, 

необходимых для определения состояния на решетке. Длина ко- 

дового ограничения решетки, показанной на рис. 12.4, равна двум.
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Каждый кадр машины с конечным числом состояний приводит 
к изменению состояния. На решетке это изменение показано реб- 
ром, входящим в следующую вершину. Каждое ребро на рис. 12.5 
помечено. В общем случае ребро маркируется некоторым фикси- 
рованным Числом п, элементов основного поля F. При переходе 
от кадра к кадру множество меток на ребре может быть как фик- 
сированным, так и переменным. Машина с конечным числом со- 
стояний может двигаться по решетке слева направо по многим 
путям решетки. Идя по каждому из этих путей, она вычисляет 
некоторую последовательность элементов поля Ё, которая и яв- 
ляется ее выходной последовательностью. 

Пусть с = {с {1 =0, ...} обозначает последовательность сим- 
волов источника над полем РА, генерируемых машиной с конечным 
числом состояний, и пусть у = {9;, [= 0, ...} обозначает после- 
довательность символов данных над РЁ. Во многих приложениях 
0; = с; | еь, где е; — составляющая ошибки. О такой ситуации 
говорят, что последовательность на выходе источника наблюдается 
в аддитивном шуме. 

Задача поиска по решетке состоит в вычислении такого пути на 
решетке, для которого последовательность с согласуется с задан- 
ной последовательностью у данных наилучшим образом. Для из- 
мерения меры согласованности необходимо ввести функцию рас- 
стояния. 

Расстояние на множестве $ определяется как вещественная 
функция 4 (<, В) на паре элементов из $, удовлетворяющая условиям 

1. а (<, В) > Обида (<, a) = 0, 

2. 4 (а, В) = 4 (В, а. 
Если эта функция удовлетворяет также условию
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Рис. 12.5. Маркированная решетка. 

3. 4 (а, В) <а (а, у) + а ($, В) для всех т из 5, 
то она называется метрикой. Евклидово расстояние, определяемов 
на п-мерном векторном пространстве формулой 

п 1 

(у, м) = р (vu; — w,)*, 

является метрикой. Каждый состоящий из [ кадров путь на ре- 
шетке определяет вектор длины и, над полем Р. Если из каждой 
вершины решетки выходит д путей, то на длине путей в {/ кадров 
мы получаем д таких векторов длины [1%,. Задача поиска по решетке 
состоит в выделении того из этих векторов, который ближе всего 
в данном расстоянии подходит к данному вектору у длины Ly, 

Наиболее простой для понимания метод поиска по решетке со- 
стоит в вычислении всех расстояний данного вектора у от 4' по- 
следовательностей, производимых данной решеткой, и нахожде- 
нии в полученном списке наименьшего расстояния. Это можно 
проделать, мысленно накладывая заданную последовательность у 
на каждый из возможных путей на решетке. Сложность этой про- 
цедуры растет экспоненциально по [, так что при больших [ 
она практически неприемлема. Обычно [ столь велико, что ero 
можно полагать бесконечным. Практически алгоритм не может 
рассматривать всю входную последовательность целиком при 
больших [. Он начинает с самого начала и, двигаясь вдоль но- 
следовательности, принимает окончательные решения. Эффектив- 
ный поиск по решетке можно осуществлять 'по алгоритму Ви- 
терби, который будет описан в следующем разделе. 

В некоторых случаях число состояний машины с конечным Чис- 
лом состояний велико. Тогда число узлов в каждом кадре решетки 
также велико, иногда настолько, что его можно полагать неогра- 
ниченным. В этом случае исходная часть решетки тоже растет 
неограниченно, и в графе мы пренебрегаем тем, что на самом деле 
при возврате машины с конечным числом состояний в некоторое 

состояние в конечном итоге пути рекомбинируют. Ведь в каж- 
дый момент времени приходится рассматривать лишь Малые 

фрагменты решетки. Хорошим изображением того, что происходит,
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Рис. 126. Дерево с двумя ребрами в каждом узле. 

является представленное на рис. 12.6 дерево. Число узлов дерева 
растет неограниченно. 

Так же как на решетке, / кадров маркированного дерева опре- 
деляют 4! векторов. Задача поиска по дереву состоит в нахождении 
того из этих векторов, который ближе всего к заданному вектору у 
данных. Мы можем мысленно наложить данную последователь- 
ность на каждый из возможных путей дерева длиной в [ кадров 
и определить наилучшее совпадение. Опять сложность этой про- 
цедуры растет экспоненциально по [, так что практически она не- 
приемлема. Эффективные процедуры поиска по дереву даются 
последовательными алгоритмами, рассматриваемыми в следую- 
щих параграфах. 

12.2. Алгоритм Витерби 

Принцип оптимальности динамического программирования ут- 
верждает, что если в некотором смысле оптимальный путь от точки 
А к точке С проходит через точку В, то отрезок пути из точки В 
в точку С совпадает с оптимальным путем из точки В в точку С. 
Этот принцип применим к задаче отыскания лучшего пути по ре- 
шетке, Основанная на этом принципе итеративная процедура по- 
строения переменного множества претендентов. на лучший путь по 
решетке известна под названием алгоритма Витерби. 

Алгоритм Витерби для решетки с д ребрами в каждой вершине 
и длиной кодового ограничения % оперирует 4” претендентами, 
так что его сложность пропорциональна д”. Практически алго- 
ритм пригоден только при малых %. Если длина кодового ограниче- 
ния равна [0 и из каждой вершины решетки выходят два ребра, то 
алгоритм Витерби оперирует 1024 претендентами. Практически 
это допустимо. Но при длине кодового ограничения 20 число пре- 
тендентов уже больше миллиона, так что алгоритм практически 
неприемлем. 

Двигаясь вдоль рещетки, алгоритм Витерби итеративно обра- 
батывает кадр за кадром. Находясь на некотором кадре в момент [,
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алгоритм не знает, какая из вершин является ближайшей, и даже 
не пытается вычислить эту вершину. Вместо этого алгоритм опре- 
деляет лучший из путей от начальной вершины до каждой из вер- 
шин /-го кадра. Он вычисляет расстояния между данной последова- 
тельностью и всеми претендентами для каждой вершины [-го кадра. 
Для каждого из путей-претенденТов это расстояние называется его 
расходимостью. Если все пути-претенденты проходят в первом 
кадре через одну и ту же вершину, алгоритм находит первый кадр 
ближайшего пути, но не принимает при этом никакого решения 
относительно [-го кадра. 

Далее алгоритм вычисляет пути-претенденты в каждую новую 
вершину (/ + 1)-го кадра. Но чтобы попасть в любую новую вер- 
шину (/ + 1)-го кадра, путь должен пройти через одну из старых 
вершин {-го кадра. Таким образом, пути-претенденты в новые вер- 
шины можно получить продолжением старых претендентов, кото- 
рые допускают такое продолжение. Ближайший путь вычисляется 
прибавлением приращений расходимости каждого пути к расхо- 
димости лучшего пути в старую вершину. В каждую новую вер- 
шину ведут 4° путей, и путь к новой вершине с минимальным при- 
ращением является ближайшим. Этот процесс повторяется для 
каждой из новых вершин. В конце вычислений, связанных с новым 

кадром, алгоритм вычисляет ближайший путь в каждую из вершин 
этого кадра [ -|- 1. Если опять все эти пути проходят через одну 
и ту же вершину второго кадра, то алгоритм Витерби успешно вы- 
числяет второй кадр. 

Этот процесс повторяется во всех успешных кадрах. Если 

в некоторый момент возникает несколько ближайших путей 

в данную вершину, то алгоритм должен разрешить этот конфликт, 

используя некоторое правило. Альтернатива состоит в сохра- 

нении всех решений, так что, например, находятся два пути в дан- 

ную вершину. Для лучшего понимания этого момента следует 
обратиться к рассматриваемому ниже примеру. 

Для реализации алгоритма Витерби надо выбрать окно ши- 

рины 6, которое, как правило, в несколько раз превышает ши- 

рину кодового ограничения \ и диктуется возможностями исполь- 

зуемого компьютера. В момент п алгоритм просматривает все 

выжившие пути. Если в первом кадре они совпадают, то этот 

кадр выбирается в качестве первого кадра правильного пути, 

его можно передать пользователю. 
Далее алгоритм отбрасывает первое ребро и переходит K_ BBbI- 

числению следующей итерации, беря для этого новый кадр. Если 

опять все выжившие пути проходят через одну и ту же вершину 

‘наиболее старого кадра, то этот кадр принимается. Этот процесс 

повторяется бесконечно, вычисляя кадр за кадром. 

Если Ь выбрано достаточно большим, то в данном кадре почти 

всегда можно принять однозначное решение. Редко, но встре-
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  чаются ситуации, когда при- 
нять однозначное решение 
и отбросить кадр не удается 

либо потому, что имеется 
несколько ближайщих пу- 
тей, либо потому, что ши- 
рина окна 6 слишком мала 
для принятия решения. 
Тогда используется некото- 

Рис. 12.7. Принципиальный вид алго- POS, Правило разрешения 
ритма Витерби. этой неопределенности. Та- 

кое событие случается пре- 
небрежимо редко. 

Вместе с ростом числа кадров растет расходимость каждого 
пути. Чтобы избежать переполнения памяти, приходится время 
от времени редуцировать расходимость. Простое правило такой 
редукции ‘дается вычитанием наименьшей расходимости из всех 
расходимостей. Это не влияет на выбор минимальной расходи- 
MOCTH. 

Полезно представлять себе декодер Витерби как окно, через 
которое можно наблюдать часть решетки. Это иллюстрируется 
рис. 12.7. На рисунке можно видеть только часть решетки конеч- 
ной длины, на которой отмечены выжившие пути и их расходи- 
мости. С течением времени решетка скользит влево. При появле- 
нии справа новых вершин некоторые пути продолжаются в них, 
а другие исчезают; самый старый столбец выходит из-под наблю- 
дения налево. Со временем левый столбец вершин исчезает, и 
лишь для одной из его вершин будет существовать проходящий 
через нее путь. 

На рис. 12.8 приведен пример. Для простоты и метки на ре- 
шетке, и последовательность данных в примере выбраны двоич- 
ными. Евклидово расстояние заменяется просто числом пози- 
ций, в котором различаются две последовательности. Выберем 
ширину окна В равной 15. Предположим, что заданная последо- 
вательность равна 

  
  

                

  

  

v = 101000001000000000000000 ..., 

и требуется найти путь на решетке, ближайший к заданной после- 
довательности. 

Диаграмма состояний декодера показана на рис. 12.8. На 
третьей итерации алгоритм находит ближайший путь к каждой 
вершине третьего кадра. Затем, продолжая пути, ведущие к вер- 
шинам (г — 1)-го кадра, и сохраняя ближайший путь к каждой 
вершине 7-го кадра, алгоритм на /-Й итерации находит ближай- 
шие пути в вершины /-го кадра. Иногда может возникнуть неопре-
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Рис. 12.8. Пример алгоритма Витерби. 

деленность. В данном примере имеются две неопределенности 
в пятой итерации. 

Алгоритм может разрешить неопределенность случайным обра- 
зом или сохранить оба пути, относительно которых существует 
неопределенность. В данном примере неопределенность сохра- 
няется до тех пор, пока не находится лучший путь или сомнитель- 
ный участок не выводится за пределы буфера. Если имеется только 
один путь, проходящий через вершину наиболее старого кадра, 
то принимается однозначное решение.
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В этом примере ближайшей к данной последовательности 
будет либо нулевая последовательность, либо последовательность 
с началом 1110001011000.... 

Истинная реализация рассматриваемого алгоритма может 
сильно отличаться от приведенного на рис. 12.8 символического 
описания. Например, выживающие пути на решетке можно за- 
давать в виде таблицы 15-битовых чисел. При каждой итерации 
некоторые из этих 15-битовых чисел сдвигаются влево, выталки- 
вая наиболее левый бит и добавляя справа новый бит. Другие 
из 15-битовых чисел этого списка не видоизменяются, а выбрасы- 
ваются из списка. 

12.3. Стек-алгоритм 

Для больших решеток алгоритм Витерби быстро становится 
непрактичным; при длине кодового ограничения 10 алгоритм 
требует запоминания 1024 путей-претендентов. Для того чтобы 
ослабить влияние больших длин кодового ограничения, была 
разработана стратегия, игнорирующая маловероятные пути по 
решетке, как только они становятся маловероятными. Стратегия 
поиска на решетке только наиболее вероятных путей известна 
под общим названием последовательный алгоритмов. Как пра- 
вило, в последовательных алгоритмах не принимается оконча- 
тельных решений о непрерывном отбрасывании путей. Время от 
времени последовательный алгоритм принимает решение вер- 
нуться обратно и продолжить оставленный ранее путь. Последо- 
вательные алгоритмы в равной мере пригодны и для поиска по 
дереву, и для поиска по решетке. 

Представим себе решетку с большой длиной кодового ограни- 
чения, скажем, равного 40. Для принятия первого решения в та- 
кой решетке надо обработать несколько сотен кадров. Каждый 
кадр содержит и вовсе огромное число вершин, а именно 2%, 
или, примерно, 10"? вершин. Последовательный алгоритм должен 
найти наиболее близкий к заданной последовательности путь 
на этой решетке; он должен сделать это, по крайней мере, с очень 
высокой вероятностью, хотя время от времени ему. дозволено 
отказаться от декодирования. Этот отказ связан не с недостаточ- 
ностью данных, а с неполнотой алгоритма. В алгоритме Витерби 
мы не встречались с ошибками подобного сорта. 

Последовательный алгоритм просматривает только первый 
кадр, принимает решение и переходит в вершину решетки первого 
уровня. Затем он повторяет эту процедуру. На каждом уровне, 
находясь только в одной вершине, он просматривает следующий 
кадр, выбирая ребро, ближайшее к принятому кадру, и перехо- 
дит в вершину следующего уровня, прокладывая таким образом
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путь на дереве. Если заданная последовательность точно совпа- 
дает с некоторым путем на дереве, то эта процедура работает хо- 
рошо. Однако при наличии несовпадений последовательный алго- 
ритм выбирает иногда неправильный путь. Если алгоритм про- 
должает следовать по ложному пути, он внезапно обнаружит, 
что в каждом кадре расходимость слишком велика и, по-видимому, 
OH на неправильном пути. Последовательный алгоритм вернется 
назад на несколько кадров и начнет исследовать альтернативные 
пути до тех пор, пока не найдется правдоподобный путь. Затем 
он будет двигаться вдоль этого альтернативного пути. Ниже 
будут кратко описаны правила, которыми он руководствуется 
при этом поиске. 

Характеристики алгоритма зависят от ширины 6 окна. Если 
алгоритм нашел путь, проходящий через 6 кадров дерева, он 
принимает окончательное решение относительно самого старого 
кадра, выводит этот кадр и вдвигает в окно новый кадр. 

Число вычислений, необходимое последовательному алго- 
ритму для продвижения по дереву на одну вершину вглубь, 
является случайной величиной. Эта величина служит основной 
характеристикой последовательного алгоритма. Она представ- 
ляет собой основной параметр, определяющий сложность алго- 
ритма, необходимую для обеспечения заданного уровня его ха- 
рактеристик. Если помехи малы, то алгоритм может двигаться 
по правильному пути, используя для продвижения вглубь по 
дереву на одну вершину только по одному вычислению в каждом 
кадре. Но если имеются сбивающие помехи, то алгоритм может 
пойти по неправильному пути, что приводит к задержке и боль- 
нюму числу вычислений, предшествующих выходу на правиль- 
ный путь. Переменность числа вычислений влечет за собой необ- 
ходимость большого объема памяти для входных данных. Любой 
буфер конечного объема, независимо от его величины, при исполь- 
зовании в последовательном алгоритме имеет ненулевую вероят- 
ность переполнения. Такое поведение алгоритма следует рас- 
сматривать как одну из его характеристик. Переполнение буфер- 
ной памяти является существенным фактором любого алгоритма, 
который осуществляет по меньшей мере одно вычисление в каж- 
дой посещаемой вершине и который последовательно просматри- 
вает ребра так, что записанные на более глубоких ребрах дерева 

данные не используются. Второе условие оказывается крити- 
ческим и приводит к особому поведению алгоритма. 

Используемые последовательные алгоритмы разбиваются на 

два класса: стек-алгоритм, рассматриваемый в настоящем разделе, 

и алгоритм Фано, который будет рассмотрен в следующем разделе. 

Структура их совершенно различна. Используемые в этих двух 

подходах метрики являются предметом непрерывных обсужде- 

ний. Необходимое число вычислений в стек-алгоритме меньше,
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Рис. 12.9, Упрощенный — стек-алго- 
ритм. 

т 

чем в алгоритме Фано. Стек- 
алгоритм запоминает уже вы- 
численный набор путей. Это 
контрастирует с поведением 
алгоритма Фано, который, 
найдя свой путь в некоторую 
вершину, может вернуться на 
какое-то расстояние обратно 
только для того, чтобы повто- 
рить во всех деталях путь вту 
же вершину. Стек-алгоритм 
предпочитает запоминать про- 
деланную работу, а не повто- 
рять ее. С другой стороны, для 
стек-алгоритма требуется суще- 
ственно больший объем памяти 
и большая вычислительная 
работа на каждой — итера- 
ЦИИ. 

Стек-алгоритм легок для 
понимания; его упрощенная 
блок-схема приведена на 
рис. 12.9. Алгоритм органи- 
зуется вокруг стека уже вы- 
численных на предыдущих 
итерациях путей различной 
длины. Каждый вход в стек 
представляет собой путь, опи- 
сываемый тремя величинами: 
длиной пути; последователь- 
ностью переменной длины, со- 
держащей определившие дан- 
ный путь переходы между со- 
стояниями; и расходимостью 
данного пути. В начальный 
момент стек содержит только 
тривиальный путь нулевой 
длины. 

Расходимость пути определяется как расстояние между сегмен- 
том пути и начальным сегментом данных той же самой длины. 
Используемые в последовательных алгоритмах расстояния изме- 
ряются многими разными способами. Во многих важных задачах 
последовательность ‘данных представляет собой последователь- 
ность записанных на ребрах символов, искаженных аддитивным 
шумом. В этом случае мера расстояния известна как метрика 
Фано, которая сейчас будет определена.
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Расходимость пути определяется как логарифмическая функ- 
ция правдоподобия этого пути и вычисляется следующим обра- 
зом. Первые N |1 кадров заданного слова можно записать 
в виде 

у N 1 п 1 n 1 п 
) — (up, ...у Uo’; U1, «+09 V1", ee, UN, «+0, Un’). 

Первые т - 1 кадров символов вдоль произвольного пути можно 
записать в виде 

( т) “i n 1 r 1 п 
С — (со, эооеу Co’; Cj, eeey С1°, озу Ст, ee ey Ст ® 

4 

Мы хотим отыскать отрезок пути на дереве, который максими- 
зирует РГ (с“”) | у(№). Последовательный алгоритм выбирает на- 
чальный отрезок пути по дереву, не заглядывая в глубь дерева. 
По правилу Байеса, 

Pr (v6) | cl) Pr (c(™) 

Рг (у(^№)) 

Член Рг (%(^) | с”) можно разбить на два множителя 
т по N По ребе = [ Й Рг( 14) || пи pr(ol)]_ 

1 ¢=0 j= i=m+1 j=l 

  Pr (c(™) | vi)) = 

Первый член равен произведению условных вероятностей для 
т +1 кадров истинного пути; второй множитель равен произ- 
ведению безусловных вероятностей по тем кадрам, где путь не 

определен. Это разложение является следствием определения 
последовательного алгоритма. Алгоритм более общего вида не 
обязательно допускает такое разбиение. 

Теперь будем максимизировать вдоль путей величину 

т по 

П ПР о с! 
Pr (yi) | c(™)) Pr (c (%)) о i=0 j=l ( | 0 Рг (c(™)) 

р (№) ~~ т No ° =) я Мы) 
1—0 /=1 

  
  

Так как все пути предполагаются равновероятными, то член 

Рг (с(”)) является константой. Его можно отбросить, и это не 

влияет на выбор максимума. Используемая в рассматриваемом 

последовательном алгоритме метрика, именуемая метрикой Фано, 
задается логарифмической функцией 

Рг (ч(^) | с) рг (с) 

p (cl) = log, | рег (и) 

_ У. 219 
- 22 p (v4) i=0 Lj=! 

  

— 
——
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Здесь {-я скобка представляет собой вклад метрики Фано на 
1-м кадре 

Для каждого рассматриваемого пути в {-м кадре требуется вы- 
числять только этот член. Метрика и (с“”)) получается прибавле- 
нием нового приращения к метрике Фано пути, который записан 
на предыдущей итерации в вершине стека. 

12.4. Алгоритм Фано 

В алгоритме Фано требуется знать среднюю расходимость 
на кадр правильной последовательности 4 или хотя бы верхнюю 
границу для 4. Это предполагает наличие некоторой меры ста- 
тистической регулярности расходимости, так что средняя расхо- 
димость может быть использована как типичная. Пока алго- 
ритм Фано следует по правильному пути, можно ожидать, что 
в пределах первых [ кадров расходимость равна примерно dl. 
Алгоритм допускает несколько большую величину расходимости, 
но если она намного больше, то алгоритм сделает вывод, Что он 
на неправильном пути. Выберем (быть может, моделированием) 
некоторый параметр 4’, больший, чем 4, и определим перекошен- 
ное расстояние формулой *) 

Е =а1—94(1, 

где 4 (1) равно расходимости текущего пути-претендента на де- 
реве. Для правильного пути 4 (]} приблизительно равно dl, 
а{(1) положительно и возрастает. Алгоритм следует по пути на 
дереве до тех пор, пока #(1) возрастает. Если вдруг #(1) станет 
уменьшаться, алгоритм заключает, что в некоторой вершине он 
выбрал ошибочное ребро и возвращается по дереву обратно, про- 
веряя другие пути. Он может найти лучший путь и следовать 
по нему или может возвратиться к той же самой вершине, но уже 
более уверенно продолжать путь через нее. Для того чтобы ре- 
шить, когда # (1) начинает уменьшаться, в алгоритме Фано исполь- 
зуется переменный порог 'Т, который всегда кратен приращению 
А порога. Пока алгоритм движется вперед, порог, оставаясь не 
большим # (1 и кратным приращению А, принимает максимально 
возможное при этих ограничениях значение. Благодаря тому, 
что Т квантуется с шагом А, допускается небольшое убывание 
1(Г) без пересечения порога. 

1) В этом выражении знак выбран так, чтобы правильной работе алгоритма 

соответствовало положительное значение расстояния.
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В алгоритме Фано требуется, чтобы 49 ребер, выходящих из 
каждой вершины, были перенумерованы согласно некоторому 
правилу упорядочивания. Это правило ставит в соответствие 
каждому ребру индекс |, | =0, ..., 9—1. Нет необходимости 
запоминать эти индексы в каждом ребре; достаточно знать пра- 
вило, по которому при возвращении алгоритма в вершину по 
ребру с известным индексом ] он может переупорядочить ребра, 
найти ребро | и затем найти ребро с индексом 7 + 1. Наиболее 
общим правилом является правило минимального расстояния. 
Ребра упорядочиваются в соответствии с их расстояниями до 
соответствующего кадра заданного слова, а неопределенность 
разрешается по любому удобному подправилу. Однако алго- 
ритм будет правильно работать при любом фиксированном по- 
рядке ребер. 

Фиксированное правило упорядочивания может привести к бо- 
лее длительному поиску назад-вперед, но освобождает от необхо- 
димости вычисления и перевычисления при достижении каждой 
вершины. Какое правило упорядочивания более просто в реали- 
зации, зависит от деталей конструкции. Для простоты лонимания 
структуры алгоритма правило упорядочивания лучше оставить 
несколько неоиределенным; предположим только, что в каждой 
вершине ребро, ближайшее к ребру данных, занумеровано пер- 
вым. Алгоритм будет отыскивать ребра из каждой вершины в со- 
ответствии с этим правилом. 

Основанная на регистрах сдвига реализация алгоритма Фано 
показана на рис. 12.10. Основой реализации является копия ма- 
шины с конечным числом состояний, которая на рисунке представ- 
лена регистрами сдвига; к ним добавлено несколько вспомогатель- 
ных запоминающих регистров. Алгоритм пытается подать сим- 
волы в копию машины с конечным числом состояний таким обра- 
зом, чтобы на ее выходе сформировалась последовательность, 
достаточно близкая к заданной последовательности. На каждой 
итерации алгоритм имеет доступ к самому последнему кадру, 
введенному в копию машины с конечным числом состояний. Он 

может изменить символ в этом кадре, вернуться к более раннему 

кадру или ввести новый кадр. Что именно делать, алгоритм ре- 

шает на основе сравнения величины перекошенного расстояния 
1(Г) и текущего значения порога T. | 

В упрощенной форме алгоритм Фано показан на рис. 12.11. 

Практические детали, связанные с конечностью размеров буфера, 

временно игнорируются. , 
Если последовательность данных близка к генерируемой после- 

довательности; то алгоритм будет циркулировать по правой петле 

на рис. 12.11, и при каждом цикле все регистры на рис. 12.10 сдви- 

гаются на один кадр вправо. До тех пор пока # ([) остается выше 

порога, алгоритм продолжает сдвигаться вправо и повышать
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Рис. 12.10. Реализация алгоритма Фано на регистрах сдвига. 

порог так, чтобы тот оставался близким к { (1). Если # (1) спускается 
ниже порога, то алгоритм Фано проверяет альтернативные ребра 
этого кадра, пытаясь найти то ребро, которое делает #(1} выше 
порога. Если ему He удается сделать этого, то он возвращеется 
назад. Как мы увидим в дальнейшем, если алгоритм начал возвра- 
щаться обратно, то логика заставит двигаться его назад до тех 
пор, пока не будет найден альтернативный путь, который нахо- 
дится над текущим значением порога, или вершина, в которой 

был установлен текущий порог. Затем алгоритм снова движется 
вперед с уже пониженным значением порога; но теперь, как мы 
убедимся позднее, порог не повышается до тех пор, пока алго- 
ритм не придет в новую, ранее не рассматривавшуюся вершину. 
Каждый раз, когда алгоритм, двигаясь вперед, посещает ранее 
исследовавшуюся вершину, он имеет меньший порог. Алгоритм 
никогда не посетит одну и ту же вершину дважды с одинаковым 
значением порога. Следовательно, он может посещать любую вер- 
шину только конечное число раз. Это поведение гарантирует нас 
от зацикливания алгоритма; он должен продолжать движение 
вперед по последовательности данных.
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Hem-nposepume, 
превышает пи кадр порог Ла- проверить, 

находится ли 
анный узел в неис- 

следованной части 
дерева - 
тогда движение 
правильное 

    

      

  

      

      
— «=. 

   

     

  

  

    Если возможно 
п 

Ei —~T- в] Присвоить 

14-1+1 

1—1 

~ 0 

назад Присвоить 
1-#- 

м --1 
онсво _ 

вычислить }   

е ‚если J#q™) mo 
увеличить послебний кадр 

В противном случае двигаться 

    
Да- 
повысить 
порог д0 мак 
симольной 
кратной А 
величины , 
меньшей (у 

   

   

  

        

  

  

  
| 

  

Сдвимуться 
вправо на 
один кадр 

+ 
М -—1. 

Начать новый 
кадр с первоео | 

значения (1> 0) 

| 
        

Рис. 12.11. Аннотироваиная блок-схема алгоритма Фано. 

Замечания: Кадры индекснрованы указателем кадров [. 
Итерацин не индексированы. 
Ответвления от текущего узла 
индексироваиы с помощью ] 

Теперь необходимо доказать два сделанных ранее утвержде 

НИЯ. 1) если алгоритм Фано не может найти альтернативный 

путь, то он движется назад к вершине, в которой было установлено 

текущее значение порога, и понижает его; 2) алгоритм не будет 
повышать порог до тех пор, пока не достигнет ранее не исследовав- 

шегося узла. Что касается первого утверждения, очевидно, что 

если алгоритм Фано не может найти ребро, от которого он должен 

двигаться вперед, то он в конце концов должен вернуться в ука- 

занную вершину. Но если в предшествующем некоторой вершине 

кадре перекошенное расстояние #({ — 1) меньше текущего зна“ 

чения порога Т, то порог был увеличен в [-м кадре. В блок-схему 

на рис. 12.11 включен этот тест для нахождения вершины, В Ко 

торой был установлен текущий порог; теперь в этой вершине по- 

рог уменьшается.
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Для доказательства второго утверждения заметим, что после 
того, как порог понижен на ДА, алгоритм Фано ищет ребра в том 
же порядке, что и до этого, до тех пор, пока не найдет место, 
в котором перекошенное расстояние, ранее бывшее меньше по- 
рога, становится больше него. До этого места порог Т измениться 
не может. Это происходит из-за того, что после понижения по- 
рога на А перекошенное расстояние в тех вершинах, где оно 
превышало первоначальный порог, никогда не будет меньше 
Т-А. Когда алгоритм продвигается в новую часть дерева, 
он в конце концов достигает состояния, в котором #(1— 1} < 
< Т-+Аи ЕЁ (1 > Т. В этой точке порог повышается. Это и 
является тестом для определения того, что алгоритм посетил 
новую вершину и нет необходимости помнить точно все посещен- 
ные ранее вершины. Этот тест включен В схему на рис. 12.11. 

Алгоритм Фано зависит от двух параметров р’и А, которые 
можно выбрать моделированием на ЭВМ. Практически необхо- 
димо время от времени уменьшать # (1) и Т так, чтобы эти числа 
не становились слишком большими. Вычитание из обеих величин 
некоторого числа, кратного ДА, не влияет на последующие вы- 
числения. . 

В практической реализации существенен также выбор ши- 
рины окна 6. На рис. 12.12 приведена более полная блок-схема 
алгоритма Фано, отображающая важную роль параметра 6. 
Каждый раз, когда самый старый кадр достигает конца буфера, 
что отмечается указателем кадра, он выходит из окна, а указа- 
тель кадра изменяется так, чтобы всегда указывать на самый 
старый имеющийся кадр. Иногда алгоритм может попытаться 
вернуться назад так далеко, что отыскиваемый им кадр оказы- 
вается уже выведенным. Такое явление называется переполне- 
нием буфера и случается, когда указатель кадров принимает 
отрицательные значения. Переполнение буфера является су- 
щественным ограничением алгоритма Фано. Во многих приложе- 
ниях вероятность переполнения буфера так медленно убывает 
с ростом размера буфера, что вне зависимости от того, насколько 
большим выбран буфер, эта проблема полностью не снимается. 

Существует два способа управления переполнением буфера. 
Наиболее надежным является периодическая подача на вход 
машины с конечным числом состояний известной последователь- 
ности переходов, длина которой равна длине кодового ограни- 
чения. Если буфер переполнится, то алгоритм декларирует отказ 
и ждет начала следующей известной ему последовательности, 
при котором он снова начинает работу. Все данные, поступившие 
между моментом переполнения буфера и следующим включением, 
теряются. 

В случае, когда длина кодового ограничения не слишком ве- 
лика, альтернативный путь состоит в движении указателя кад-



Задачи 419 
  

  

Начальные 

      

  

  

        

      

Если Возможно, то 
увеличить последний 
модр Присвоить 

1-1, 

М - 0.8 протибном 
случое 9дигагтеся 
мазо. Присбочть 

  

    
    
     

   
Hem 

T- [| А 

  

              
  

    

         

М-- 1 

т. 

Lia 1<0 i-( +1 

2 М -1 

Нечогь новый кодр 

Буфер переполнен, Нет © первого зночения 
  

moms нового начала 

  

Если возможно, 
уменьшить и Ти в 

Ha величин, 

нрагтеую 2         Продолметь 
  

Рис. 12.12. Алгоритм Фаио. 

ров вперед. Если алгоритму удастся найти правильную вершину, 
то он сможет перенастроиться. Это возможно, если заданная по- 
следовательность содержит достаточно длинный сегмент, в ко- 
тором генерируемая последовательность с ней в точности совпа- 
дает. 

Задачи 

12.1. Дать простую формулу метрики Фано для случая, когда разность между 
данной и получениой последовательиостями задается гауссовским шумом 
с независимыми и одинаково распределенными отсчетами.
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12.2. Повторить приведенный иа рис. 12.7 пример для входной последователь- 
ности У = 1900100000100000.... 

13.3. Алгоритм Витерби может быть запрограммирован в виде, в котором рас- 
ходимости путей иа {1-й итерации запоминаются в том же массиве, что и рас- 
ходимости путей иа ({— 1)-Й итерации. Выписать последовательность 
адресов и вычислений, позволяющих сделать такую программу. 

2.4. 2” выживающих в алгоритме Витерби (при 4 = 2) путей можно записать 

в виде 2” 6-битовых двоичных слов. В типичных случаях 6 = 40 бит. По- 
строить (используя такие средства, как указатели и битовые срезы) схему 
управлекия памятью для алгоритма Витерби, которая исключает необхо- 

димость считывания на каждой итерации 2УБ-битовых слов. 

Замечания 

Алгоритмы поиска по решетке появились сиачала в связи с кодами, контро- 
лирующими ошибки, для которых задачу декодирования сверточиых кодов можно 
интерпретировать как задачу поиска по решетке (или по дереву). Болылинствс 
публикаций по даниому вопросу выполнено на языке кодов, контролирующих 
ошибки. Однако, в настоящее время к этим алгоритмам проявляется более широ- 
кий интерес, и в данной главе сделана попытка их изложения вне зависимости 

от какого бы то ни было приложения. 
Хотя ретроспективно наиболее подходящим в качестве иачала изложения 

данного круга вопросов представляется алгоритм Витерби, на самом деле пер- 
выми были разработаиы последовательные алгоритмы. Последовательные алго- 
Ритмы были введены Возеикрафтом (1957) и подробно описаны Возенкрафтом 
и Рейффеном (1961). Дальнейшее развитие они получили у Фано (1963), Зигаиги- 
рова (1966) и Джелинека (1969). Разработки Джелинека (1968} и Фории (1974), 
а также работы Шевилла и Костелло (1978) и Хаккоуиа и Фергюсона (1975) 
также продвинули исследование даниого вопроса. Наше изложение алгорйтма 
Фаио тесно связаио с данным Галлагером (1968) изложением этого алгоритма. 
Первоначально Витерби (1967) опубликовал свой алгоритм скорее в учебных 
целях, чем в качестве серьезного алгоритма. Программные реализации алго- 
ритма Витерби с эффективным использованием памяти описаны Рейдером (1981). 

Нижине границы для распределения числа операций получили Джекобсон 
и Берлекэмп (1967), а верхние — Севедж (1966).



Приложение А 

НАБОР АЛГОРИТМОВ 

СВЕРТОК 

ЦИКЛИЧЕСКИХ 

  

В данном приложении приводится набор алгоритмов цикли- 
ческих сверток над полем вещественных чисел для длин п = 
=, 3, 4, 65, Т, 8 и 9. Алгоритмы имеют вид равенств 

s = CGAd. 

Матрица С является диагональной и ее диагональные элементы 
выписываются в виде компонент вектора С = В. Матрицы А 
и С выписываются полностью. Кроме того, используя обозначения 

D = Ad, S = GD, s = CS, 

мы приводим последовательности сложений, которыми можно 
заменить умножения на матрицы А и С. 

2-точечная циклическая свертка; 2 вещественных умножения, 
4 вещественных сложения 

ae 

Do 
dD, = 

do + di 

do -—d, 

3-точечная циклическая свертка; 4 
1] вещественных сложений 

1 

= 50 + 5, 

= 5% - 5, 

“
 

> | 

вещественных умножения, 

1 

АИ о 
'O 1 ~1} 

1 1 ~2 

Go 1 1 

Gi} 1[3 0 
G:| ‘0 3 
G; 1 1 

10 = %+а, 

Do = to + dz 

D, = do -— d2 

D, =d, - d: 

р, = а, + 4) 

] ] о —1 

C= 1 -! -1} 2 

] 0 1—1 

1 Во 

_3 8 

3] в, 

—2 

= 5, - 53 
Г = $5: Уз 

$0 = 50 To 

$: = So h-hh 

$2 = So Г, 
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4-точечная вещественная свертка; 5 вещественных умноже- 
ний, 15 вещественных сложений 

  

"ОО ООО ЗИ В r ob: st 0 “Hl 
|1 -1 I -] I -!] | | 0 

С = 
А = ИП ! -! -t 1 | 0 1 

1 0 —1 0 I -!I -1 -1l 0 

0 1 о -п 

Со 1 1 1 }| |120 

ie ] _1 1 — 1 8! 

Gjj=31]2 O -2 О, 
G; —2 2 2 -2 &3 

с. [2 2 -2 -2 
fo = do + a, To = Syn + S 

f,=d, +d; Г = 5% - Si 

Do ='to + hi T, = 8, - Ss 

D, = tw - | T; = 8, + S; 

О: = 4ь - 4, 50 = n+ th 

р. = а, - а; 5 = 1%] + 7; 

р, = р, + Б. $ = To — Tr 

$= TN ~- 7; 

  

5-точечная циклическая свертка; 10 вещественных умножении 

31 вещественных сложений 

  

tO 0 0-1] 1 ot oO 0 0-1! O-!1 1 

O11 0 0-1 -~Il-1!l-2-1!-1!-2 0001 
! 1 0 0-2} C=/]00001 1 01411 
00 1 0-1 0001 041 %t 01141 

A= |0 © © 1-1 Oot t 00 0 0-1-1! 1 
00 1 1-2 
1 O-1 0 O 

10 1 O-1 O 
1 }-}-1 O 
Hor roioy 

Gol 5 0O -§5 5 -$ю 

G, 0 5 -5 5 45| [в 
С} -2 -2 3 -2 Зв, 
С, —5 5 -5 5 Обь, 

Gs} _ i}1-S 5 -5 0 5 
Gil *>{ 3 -2 3 -2 -2 
Gs 0 0-5 5 0 
С 0 5 -5 0 0 
Ge -! -!) 4 -1 -1 
Gs | Proto ado ad        



Приложение А. Набор алгоритмов циклических сверток 

Dy = 

р, 
р. = 

D; 

р. 

Ds 

De 

D, 

Dg 

Ds 

dy — dy 

=d,-—d, 

Dy, + D, 

= 42 - dg 

=d,-d, 

= р. + р. 

= Do ~ D; 

= р, - Ds 

= р, - Ds 

= о+а +4 +94: ча: 

Ty 

Г 

7) 
Г 

Го 

Ts 
So 

51 

$2 

S3 

$54 

= So 

= $, 

= 5, 

= 5. 

= §, 

= $) 

= Ty 

+ §, 

+ 5) 

+ $; 

+ Ss 

+ Sy 

+ Sx 

— Tg + Sy» 

= -h- 1 - 

= 1, + Ts + Sy 

= 7, + Ts + Sy 

= 7 — 7; + Sy 

T, — Ty + Sy 

  

423 

7-точечная циклическая свертка; 16 вещественных умчожений, 
70 вещественных сложений 
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6G; 0 1 Oo —1 1 0 —-Ifle; 
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С; 13-2 2 2 
14G¢ 10-1 893) 0 -4-и 3186 
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[765 [| 2 2b 2 8 9 ft oD 

lo = а, - 4 То = 50 + 59 

1 = О) - 4 Г, = 5: + 5и 

ft, = da ~ dg T, = 8, + Sy 

tf; = ds ~ dg [3 = 5; + Sy 

lg = Ip + И T, = Sa + Sig 

ls = -Ilg + ty 1; = 9; — Si 

16 = {2+ 13 Тб = 56 - Su 

ft, = —а+а; Г) = 87 -— Sp 

Dy = do — as fg = Sg — Si; 

0, = Бо + #4 fy = Sy — Si 

D, = Do + ts Ть = Т, + T; 

D; = Dy + ta + ta + Cs Ти = Ть + Т 

Ds = 1 Го = To + Th 

Ds = d; — dg Гз = Ть + Т 

Ds = Ds + te Tu = Ts — Tr 

D, = Ds + ty Гу = (7+ 5+Б+ ПИ + Г 7 

Ds = De + tg + te + by MWe = -Ta- Ms - (M+ ih + T+ MT) 

Dy = 6; Ti = 1 + Te 

Рь = Ds ~ Do Mg = T+ 7% 

Ри = В - В То = Т + Тв 

Di = р: — р, 7 = Го + Тз 

О; =). - р, Га = То - Г 

Dy = Dy ~ Dau Tr = (Tn + Ty + Tz + Ts) + Г 

Dis = Du + Ady + di + do) + dg Tu = —Tipy — Tr — (Tr + 13 + Ts + To) 

So = Tr + Sis 

S$; = Tie + Tr + Sis 

$2 = Ty + Sis 

$3 = Tn + Sis 

54 = Го + 55 

Ss = Tis + Sis 

56 = Ta + Sis
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8-точечная циклическая свертка; 14 вещественных умножений, 
46 вещественных сложений 
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0 = 40+ da To = Se t+ Sw 
и =а, + 4 ТГ, = 55 - 5 

{2 = 42 + 4 T, = S3 + Si 

[3 = О; + @? T; = S;; -— S2 

fg = 10+ 12 Т4 = $; + Sn 

fs =f; + fy T; = So — Sy 

Do = do -— as Ts = Six — Ss 

D, = d, - ds TM = Si + S, 

р, = 4, - 4 Tg = S2 + So 

D; =d;- qd Ts = Ss — Sr 

Dg = to - 12 Tw = To — nr 

Ds = tt; — fy Tn = To + Te 

Deo = tg + bs Tr = 1 + Ty 

D, = ta — bs Тз = 11 + Ts 

р: = D, + Ds Tia = To + 174 

Dy = Do + D2 Tis = —1% + Te 

Dw = РБ, - 0», Tie = T, + Ts 

Ри = Б, - Ds Те = -Г + В 

Dy = Do — Di So= Ty + Ty 

Dy = Ds + Ds 51 = That Thy 

$2 = Tia + Tis 

53 = Tye + Tr 

53 = —To + Th 

$5 = -ТГ. + Г: 

So = —Tis + Ths 

$1 = —Ty + Ty 

  

9-точечная циклическая свертка; 19 вещественных умноже- 
ний, 74 вещественных сложений 

  

i | | | 1 | 1 of 

Оооо п ft FY =! -1 =1 

Ооо O -1 -1 -1 

1 $d 2 -t -1 -! 0 0 0 

0 0 oO 1 -! %F =! 1 =] 

1-1! t 0 0 0-1! 1 =! 

1-1 ft -! 3 -! 0 0 0 

0 0 0 1 0 0-1 0 #0 

о oO-1 0 0 0 0 #0 

АЕ 0 0 0 0 0-t 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0-1 

0 oOo 1 0 0-1 0 0 =O 

0 0 1 0 0 0 0 0-1 

1 oO -1 0-1! 1-1 1 0 

1-1 б-р го Е 

Oo 1 -! 1 -! 0-1! 0 1 

1 O-1 1 0-1 #1 O -1 

Oo 1-1 0 1 -!1 O 1 =1 

Wooo -2 2 2b -2 1 -2|  
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dy — dg 

а: — а; 
4. — Аз 

Яз — 4 

d, — dy 

Я; — аз 

Чо + @з + 4 

di + d4 +a; 

d,+ds + ds 

10 +1, 

13 + ts 

to + tr + bs 

10 + 14 

to + 2 

D, — D; 

tio — te 

ty — ty 

Ds ~ Dg 

13 
to — 1; 

to 

ts 

12 — 15 

12 

—~Dy + to — te 

Dg + ts — ty 

—-Dy + Diy 

to — te 

1) — № 

Dig + Dy 

$4 

Si + 52 

S, + Ss 

Sig + Sis 

To + Ti 

S; + S; 

54 + 56 

Si3 + Sis 

—T, + S; 

T, + Ts 

Sio — To 

Ss + 72 + 73 

Tg + Sn + To 

74 — Ts + T2 

T; + Ts + So + To 

T, + Si2 + To + Tr 

To — Ti + 7, 

Sic — Sig 

Siz — Sis 
50 + Ть 

90 — Тв - Т» 

So + Tn 

Гз — Tio + Th 

Та — Ти + Тэ 

Т5 — Тр + Ть 

— Тз + Та 

— 14 + То 

—Tis + Tr 

Го + Тв 

Tu + Tis 

Г» + То



Приложение Б 

НАБОР МАЛЫХ БПФ-АЛГОРИТМОВ 
ВИНОГРАДА 
  

Ниже приводятся малые БИФ-алгоритмы Винограда для 
длин п = 2, 3,4,5,7, 8, Эи 16. Алгоритмы записываются в виде 
матричного равенства 

У = СВАу. 

Матрица В является диагональной и'выписываются только ее 
диагональные элементы. Матрицы А и С выписываются полностью. 
Кроме того, в обозначениях 

a= Av, b= Ba, V = Cb 

выписываются последовательности сложений, которыми можно 
заменить умножения на матрицы А и В. Тривиальные сложения 
(сложения чисто вещественных или чисто мнимых чисел) отме- 
чены звездочкой, но включены в полное число сложений. Они 
перестают быть тривиальными, если входные данные являются 
комплексными. Во всех алгоритмах мнимая единица | из диаго- 
пальной матрицы передвинута в матрицу постсложений С. 

2-точечное преобразование Фурье; 0 (2) вещественных. умно- 
жений, 2 вещественных сложения 

| cf 
Ao = Uo + UV Во = 1 И = bo 

Qa; = U- Vi В, = 1 V, = b, 

  

3-точечное преобразование Фурье; 2 (3) вещественных умно- 
жения, б вещественных сложений 

А = ]0 1 1 C= jl 1 -— 

0 I -! I 1 у 

a2 = u + wy 6 = 22/3 Vo = Bo 

в = и - в Bo = 1 То = bo + By 

Qo = м + а» В, = ©0$ 0 - 1 Ио 
B, = sin 0 И. = To + jb2 
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4-точечное преобразование Фурье; 0 (4) вещественных умно- 
жений, 8 вещественных сложений 

5-точечное преобразование Фурье; 5 (6) вещественных умно- 
жений, 

fo = 

fy 

as 

Qa, 

a2 

—1 
+ 

+ 
+ 

О - 

1 

и? 

Us 

oy 

{1 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

‚ 1 

Во = 

B, 

В» 
| 

o
m
 
p
u
b
 

р
и
ф
 

р
и
 

Ф
Ф
 
- 

И = 

и = 

V, 

V; 

  

17 вещественных сложений 

я 

v2 

U3 

~Ui 

fo 

fo 

+ 

+ 

+ 

©
2
o
e
o
o
o
 

=
'
 

  
U4 

V3 

02 

U4 

ty 

= @4 + Aas 

Чо = и + а! 

—
 

=
 

=
 

e
e
 

© | 

  
= 21/5 

1 

= (cos @ + cos 26) — 

= 3(cos 6 — cos 20) 

= sin @ 

= sin @ + sin 26 

= sin 26 — sin @ 

0 0 0 0 

1 l-yj J 
lL-l ~f O -y 

го 

Ел 

Vo = bo 

Го = bo 

] Г, = b; 

7, = b; 

Г. = Th 

Ts = To 

V, = 7; 

г, = 1 

V3 = 7; 

и. = 7, 

. 
о
 

> 

+6, 

+ Ds 

+ 65, 

— jT, 

+ УГ, 

+ УТ 

  

*) Тривиальные сложения
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7-точечное преобразование Фурье; 8 (9) вещественных умно- 
жений, 36 вещественных сложений 

  

  

аш и 
Oo 1 Ft 1 2 1 4 
от © -1 -1 O 1 
0 o-! 1 1-1 0 

A=|0 -1 1 0 0 1 =1 
O 1 F =~! 2 -1 =1 
0 1 0 1 -1 © =! 
0 o-1 т то 
Юго О- 1 

1 0 60 0 0 0 0 0 0 
1 oy dt 3% 0 -jf -j -j 0 
1 ot-! 0-1 -y j OO j 

СЕ 1 O-1 1 §f O -j j 
1 ot 0-1 1 -y О fj = 
1 1-1! 0-1 j -y OO -j 
1 1 1 1 0 J J J 0|   

fo = ur + U6 6 = 2x/7 To = bo + By 

f.=u—-vu Bo=1 T, = b2 + by 

tp =u+ vs B, = 3(cos@ + cos 26 + cos30)-—1 Th = bs — bs 

ty =v. — vs Bz = 3(2cos 6 — cos 26 — cos 36) T; = -—b. — bz 

lo =U% + vu В, = 4 (cos 6 — 2 cos 26 + cos 36) Ts = bp + by 

ts=us— vs By = 3(cos 6 + cos 26 — 2 cos 36) Ts = bs — by 

3 (sin 6 + sin 2@ — sin 3@) Ts = —bs — De te = t2 + 0 B; 

а = 11-1 Be = 3(2sin6 — sin 26 + sin 36) h=h%+ 7, 
Q,=to—ts By = 3(sin@ — 2sin 26 — sin 36) T, = T% + T, 

аз = 4-1, Bs = j(sin@ + sin 26 + 2 sin 36) Ty = To + T; 
fh = fs + by Tio = Ta + Bs 

a, = ts — 13 Tn = Ts + bs 

ag =ti — ts Т› = 7. + Os 

ав = t3 — fy Vo = bo 

Qa, = te + te И = Г — Пю|* 

as = t7 + fy V2= Ty - fT 

Qo = Uo t+ a Г, = To + Ti 

И = T, -— УГ 

= Г + УГ. 

Ve = ПГ + То   
  

* Тривиальные сложения
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8-точечное преобразование Фурье; 2 (8) вещественных умно- 
жений, 26 вещественных сложений 

    

    

Г 1 1 1 1 1 1 1 

1-1 1 —1 1-1 1 -1 

1 0 -—1 0 1 0 —1 0 

A= 1 0 0 о -—1 0 0 0 

о т Об- О-о пп 
0 1 0 —1 0 1 0 -—1 

0 0 1 0 0 0 -!1 0 

[0 1 0 1 в —1 0 -1 

т 0 0 0 06 0 0 9 
0 0 0 1 1 0 -j -Jj 

0 0 1 0 0 -j 0 0 

0 0 0 1-1 0 1 — 

C-lo 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 -1 0 — у 

0 0 1 0 0 J 0 0 

| 0 0 1 1 0 j J | 

fo = Up + v% @ = 22/8 Vo = Do 

Q; = Uy — % Bo = 1 Y= db; 

f, = wy + vs B, = 1 V, = b, — jbs\* 

f2 = vy — Us B,=1 т 

fy = U2 + U6 B, = 1 To = 03 + Da 

Gg = v2 — U6 B, = cos 6 7, = 6, -— 65: 

fe =a + & В; =! T, = bo + 07 

fs =u -— & Be = 1 T; = 06 — В 

16 = 10 + 13 B, = sin 6 VY, = % — jT.\* 

Q2 = fo — fy = Fh +jh 

f7 = 0, + fe vy=7T -—sjhr 

Q@as=t, — bs Ии= +1. 

аа = fl. — fs 

Q,7=t21+ ts 

ао = 6+8 

Q, = te — № 

  

* Тривиальные сложення.
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9-точечное преобразование Фурье; 10 (11) вещественных умно- 
жений, 44 вещественных сложения 

  

  

паг 
0 0 0 1 0 0 1 

0 1 1 0 1 1 0 

0 t -l 0 0 0 0 

0 0 1 Oo -1 -1l 0 

А = |0 0 оо 1 1 0 

0 о —1 0 2 0 0 

0 0 0 0 1-1 0 

0-1 —1 0 0 0 0 

0 о -—1 о —1 1 0 

lo 1 0-1 1 0 

По оо о о о о 
} 0 -1 1 1 } 0 0 

i Oo ~1 1 0 —1 j 0 

1 —1 оо 0 0 Oo jf 

С = 11 0 -—! 1 -1 0 -/ 0 

1 о -1 1 -—1 0 — 0 

1 —1 оо 0 0 0 — 

1 0 ~1 1 о —1 j 0 

И 0 —! i 1 i 0 0 

fo = vy + Up 6 = 22/9 

tf, = 2 + UW Bo = 1 

GQ; = Us + Us B, = ; 

fo = va + Us B, = —} 

а =0+ 1+8 В: = 1a cos 6 — cos 26 — cos 46) 

f; = uv, — Us Bs = 3(cos 6 + cos 26 — 2cos 46) 

f4 =U. -— В; = 3(cos 6 — 2 cos 26 + cos 40) 

{5 = Uy — US Bs = sin 36 

ал = № - Us В) = sin 36 

dg ='3 + lg + G7 Be = —sin 6 

Q,=lo - fy By = —sin 46 

a= -hh By = —sin 26 

ав = ^- 1 

а = {4 - а? 

Go = U + Q, + G2 

а; = —а. - @4з 

@ю = - 9: + 945 

  

*) Тривиальные сложеиия. 
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16-точечная циклическая свертка; 10 (18) вещественных умно- 
жений, 74 вещественных сложений 

 
 

 
 

— 

 
 

c
O
o
O
O
N
O
N
 
O
O
O
O
 

O
N
 
O
N
O
 

OO 

S
o
n
 
C
o
C
o
 

K
O
O
 
N
O
 

K
O
C
 
O
C
 
O
O
K
 

e
e
 

e
e
 
о
о
 
д
о
д
о
ц
о
 

к
о
 
ц
о
ц
е
о
«
 

~
t
-
c
o
c
o
-
c
o
o
c
-
o
o
-
s
e
d
o
 

S
o
n
 
o
n
o
n
o
r
n
o
n
o
d
t
o
r
o
n
 

nw 
m
o
o
o
-
o
-
o
-
-
c
o
-
o
s
-
o
-
 

S
o
n
x
n
C
 
C
O
 
M
S
C
 
O
N
C
 
O
O
S
 

m
u
 
n
n
x
o
d
s
c
o
s
c
o
d
s
s
c
o
-
s
o
o
o
s
 

O
n
 
O
n
o
O
r
n
o
r
n
O
r
N
O
N
O
N
O
N
 

- 
о
ф
о
-
о
-
о
-
-
о
ф
-
о
-
н
е
-
 

о
о
ц
ф
о
о
ц
о
о
о
ц
ф
о
о
н
ц
ь
 

А
-
о
о
о
-
о
е
<
х
о
-
о
е
е
о
-
ф
о
е
 

S
O
O
O
 
N
o
o
 

o
O
 
O
O
O
 

K
M
S
 
O
O
 

nm 
=
o
0
0
-
O
0
-
2
6
+
4
6
0
-
6
4
-
0
6
 

о
с
о
о
-
о
-
о
о
о
о
о
-
 

ф
-
н
о
 

А 
-
-
-
о
о
ф
о
х
о
ф
о
с
о
с
ф
ь
ь
 

о
-
о
ф
о
о
о
-
о
-
о
о
е
ф
Ф
е
-
 

~
=
c
o
o
-
o
-
-
c
-
o
o
-
o
-
-
o
 

о
-
о
-
о
-
н
о
 

л
о
 
л
о
н
о
н
о
-
 

_
И
-
о
о
о
-
о
о
о
о
-
е
ф
-
н
о
ь
с
е
 

S
H
 
o
H
-
o
H
o
O
H
 

O
H
 

O
H
 

O
H
 

O
e
 

- 
-
о
о
о
-
о
-
о
-
-
о
о
-
о
н
о
-
 

S
o
-
c
s
o
o
-
c
o
G
o
H
-
 
o
O
o
 
H
O
 

~
t
r
t
-
H
~
c
e
d
s
c
c
c
o
o
d
c
o
H
-
c
o
o
c
e
 

о
-
л
о
-
о
-
н
о
-
е
о
-
е
н
о
н
о
-
 

- 
-
о
о
о
-
о
-
е
-
-
о
о
н
о
н
о
-
 

e2oOo- 
0
0
0
-
9
0
0
 

CO 
k& 
C
O
O
H
 

OO 

~
r
~
-
~
o
c
o
-
s
c
o
o
c
-
c
o
o
-
o
o
o
 

e
o
c
0
o
o
e
-
 

co 
o
o
0
o
c
o
o
o
O
N
e
 

C
O
 

- 
-
о
о
о
-
о
-
-
о
-
о
о
н
о
н
-
н
е
 

c
o
 

0o00 
c
o
c
o
 

SCH 
o
o
o
o
e
o
 

o°o 

—
-
-
-
-
~
o
c
o
s
o
c
s
c
c
e
o
s
c
e
e
0
0
0
s
 

~
o
o
o
o
e
o
s
c
 
o
s
o
 

o
o
 

e
o
o
s
g
,
 

| 
| 

< 
0



Приложенне Б. Набор малых БИФ-алгоритмов Винограда 

+ в 

Ve 4+ 42 

U2 + Vic 

v2 =~ Шо 

Ue + vie 

Ue — Via 

Uy + Uo 

Vi — Ug 

v3 + Un 

U3 — U3 

Us + U3 

Us — из 

v7 + Us 

V7 — Vis 

fo + fy 

12 + 14 

fia + fis 

16 + bio 

6 — (0 

18 + #2 

18 — fiz 

ti + fis 

f7 + tis 

1 — [3 

fir + #5 

fn — ts 

fie + tn 

fig — Гл 

fia — fis 

= 0 — fy 

Uo — Us 

= fig — [0 

#3 — 25 

Qs + Qo 

= fig -— tn 

#4 — 12 

Viz — Us 

tis + tw 

t3 + ts 

ав + ар 

  

*) Трнивиальные сложения. 
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cos 26 

cos 26 

cos 36 

cos @ + cos 36 

—cos 6 + cos 36 

1 
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— sin 26 

— sin 26 

— sin 36 

— sin 6 + sin 36 

— sin 6 — sin 30 
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bis — by 
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by — be 

bs —_ by 

by — Bb, 

Т‹ + Ть 

Т‹ — Т% 

Ts + Т) 

5 — т 

Ба + Ба 

Bia - Бал 
bis 4 bie 

bis — Bn 

Tia + Ti 

Ti2 ~ Tia 

Ti3 + Tis 

Ti3 — Tis 
bo _ 

Ts + УТ 

To + JTr 

Ги - ЛТь 

br + jbw 

Tio + JTi8 

Г + ТВ 

Ty - JT 

b, 
То + УТп 

ТГ, - JT 

То — 7Га 

Ь› — Лю 

Tu + STs 

Те — УГ: 
[8 — ЛУТь - 
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взаимная корреляция 327 
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вычет 177, 180 
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— циклическая 35 

деление с остатком 39 

делимость 39 
дерево 348 
диаграмма переходов 403 
дискретное преобразование Фурье 

(ДПФ) 28 
дистрибутивность 39, 48 
длина кодового ограничения 403 

единица группы 35 
— кольца 39 
единичная матрица 51 
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замкнутость 33, 39 

изоморфизм 34 
интерполяция Лагранжа 71, 84 

итеративный алгоритм 237 

итерация 237 

кольцо 39 

— вычетов 177 
— коммутативное 39
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— многочленов 62 
— — по модулю р (х) 180 
— с единицей 39 
— целых чисел 58 
коммутативность 34 
корень многочлена 70 
корреляция 24 
— взаимная 327 
— циклическая 38 
кронекеровское произведение (ма- 
триц) 53 

левый смежный класс 38 
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— комбинация векторов 49 
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— элементарная 55 
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402 
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метрика 405 
— Фано 412 
минор 52 
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— круговой 184 
— минимальный 182 
— неприводимый 63 
— нулевой 62 
— приведенный 62 
— простой 63 
—, формальная производная 64 

иаибольший общий делитель (НОД) 58, 
63 

наименьшее общее кратное (НОК) 58, 

иачало координат 48 
нулевое пространство матрицы 56 
нуль группы 36 
— поля 43 

обратимость 34 
обратимый элемент 40, 42 
обратный элемент 34 

левый 40 
— —, правый 40 
определитель (матрицы) 51 
ортогональное дополиение 49 
ортогональный вектор 49 
очередь 348 

— — 

перекрытия метод 27 
переменная 115 
— неопределенная 115 
подгруппа 36 
подполе 46 
— констант 114 
поле 43, 
— вычисления 114 
— Галуа 44 
— конечное 44 
—, характеристика 46 
порядок группы 34 
— элемента 37, 172 
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правило Горнера 144 
правый смежный класс 38 
преобразование полиномиальное 243, 

249 
— Нуссбаумера 248 
преобразование Фурье см. дискретное 

преобразование Фурье (ДПФ) 
— — рекурсивное по основанию 2 352 
— — свойства 76 
— числовое Мерсенна 198 
— — Ферма 196 
примитивный элемент поля 47 
произведение внешнее 54 
— групп 36 
— кронекеровское 53 
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— подкомпонентное 48 
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рекурсивная процедура 344



Предметный указатель 445 
  

решетка 403 
—, диаграмма состояний 404 
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циклическая группа 35 
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